Obrazowanie struktur
wewnetrznych cial w skali
mikroskopowej

*Okreslenie mikrostruktury
*Okreslenie sktadu chemicznego
*Okreslanie budowy zwiazkéw chemicznych

Bolestaw AUGUSTYNIAK



Okreslenie mikrostruktury

* Rentgenografia strukturalna
* Neutronografia

e Subtelna struktura absorpcji promieniowania X
(EXFAS)



Rentgenografia strukturalna



Rentgenografia strukturalna

» Struktura? Czyli jak jest zbudowane ciato stale?
* 3 rodzaje budowy ciala statego:

bezpostaciowe

monokrysztaly

polikrysztaty



Ciata bezpostaciowe

* ciata bezpostaciowe

— Szkta, zywice, ttuszcze, niektore proszki.
Nie wykazujg zadnych regularnych
ptaszczyzn ograniczajgcych, nie mozna w
nich ustalic zadnego prawidtowego
utozenia czastek. Kazdy kierunek jest
rownowazny pod wzgledem witasnosci
fizycznych (izotropowosc). Jedyne
uporzadkowanie to blisko zasiegowe.



Monokrysztaty

* Krysztaly (monokrysztaly)

— Ciata, ktore sg ograniczone ptaszczyznami
(ptaszczyznami tupliwosci) i ktorych
wtasnosci fizyczne (np. sprezystosc,
przewodnictwo cieplne, elektryczne) sg
zalezne od kierunku (anizotropowosc.).



Polikrysztaty

Monokrysztaty powstajg z roztopionego ciata statego
lub podczas krystalizacji z roztworu tylko w
specyficznych warunkach. Zazwyczaj w cieczy lub
roztworze powstaje rownoczesnie duza liczba
centrow krystalizacji, wokot ktorych  powstajg
oddzielne krysztatki.

W miare wzrostu zblizajg sie do siebie | zrastajg w
jedng catosC tworzac polikrysztat. Rozktad |
orientacja centrow Kkrystalizacji jest zupetnie
dowolna. Polikrysztat jest ciatem izotropowym.



Krysztaty - rys historil

Stownik jezyka polskiego definiuje jako
krysztat ‘ciato w statym stanie skupienia o
uporzgdkowanej strukturze wewnetrznej i
charakterystycznej wieloSciennej postaci’.
Cho¢ zaréwno Grecy [nie rozrdzniajacy lodu i
kwarcu] jak 1 inne starozytne cywilizacje
interesowaty si¢ krysztatami to systematyczne
ich badania zaczynaja si¢ dopiero koto roku
1669, kiedy Steno wskazat na istnienie
charakterystycznych katow miedzy scianami

krysztatow danej substancji

http://www.1if.uj.edu.pl/ZFCS/aperiod/




Historia (2)

W 1782 Hauy , aby wytlumaczy¢ tupliwosc «
krysztatu zaklada ze krysztat sklada sie z R o D
rownoleglosciennych cegietek, jak RS .
przedstawiono na rysunku wzigtym z jego
dzieta [Idea taka byta juz poruszona przez
Keplera (pamflet noworoczny z 1611 r. na i:il'l by b
temat Sniezynek $niegu) 1 Huygensa (dzietoz . . A0 . a5
1690 r. o dwojtomnosci) . Obraz ten prowadzi

Hauy do pojecia sieci przestrzennej L

opisanej przez calkowitg lintowa kombinacj¢ wektorOw bazowych a
opisujacych rozmiary cegiefki.

Rys.?2

L=ma) tnya, *ma,



Historia (3)

Cegietki traktowano jako
niepodzielne az do 1824 roku gdy 1 = 1=
Seeber 'wprowadzit' don atomy, aby  p{rj=p{r+L)
wytlumaczycC rozszerzalnosc

termiczng. Ukoronowaniem tego

obrazu jest wspolczesna (z 1956 roku)

ale nieaktualna definicja krysztalu

(podana przez Buerger'a), jako matern

z atomami ulozonymi w formie sieci

[czyl1 0 gestosci elektronow

spetniajacej relacje r(r) = r(r+L)].




Historia (4)

Hauy dostrzega, ze sciany krysztatu sa

plaszczyznami sieciowymi przecinajagcymi osie

uktadu wspotrzednych a. w calkowitych
wielokrotno$ciach stalych sieci:  2,2,, 2.a,. 234

Dlatego orientacje scian mozna opisac trzema
calkowitymi wskaznikami Millera hi , takimi ze:

Bythy hy=lip  lip, 1 p,



FE={ C,. m, 1 } %z orientacje Zcian siet odwrotna ¢ o
L*=hja;*+hya,*+hgas*® g o ¢
'l-

: o
j ! do sieci przestrzennej * ¢ ©
fm? '} _ L=h,a;+hya;+hsag ,o =
C, & ™ ' ay*apna Mo pma] eyl ® %

o
Rys.4 Rys.5

Badania morfologii krysztatow prowadza do wniosku ze orientacje
Scian krysztalow sa powigzane ze soba [Rys.4] za pomoca
operatorow symetrii punktowej takich jak inwersja (i) , ptaszczyzna
odbicia (m) czy os obrotu (C ). W 1848 Bravais powtarza
stwierdzenie Keplera (z 1619 roku) ze sie¢ zezwala tylko na 1-,2-, 3-
,4- 1 6- krotne osie obrotu C_nazwane pozniej Krystalograficznymi
osiami obrotu. Podobnie Bravais wyznacza (32) grupy punktowe
dozwolone przez sieci przestrzenne roznych (14) typow.



sief¢ odwrotna sie€ odwrotna L* ™

L & . _
.

*—h,a.* . o X & .
L _hl_ll +hy 8, "'h_ﬁiﬁ o 2 % "o L+
do 51eC1 przestrzenne] ® > " - 3@- i
L=h;a,+h,a,+hgas e . . .
ay*=apnag /a)(@pna )], itdeykl. @ . § ., i
¢ ¢ % . =

Rys.5 Hys.b

Bravis wprowadza takze pojecie sieci odwrotnej L*, ktora
mozna tatwo skonstruowac [Rys.5] na podstawie sieci
przestrzennej L. Wektory sieci odwrotnej opisuja w
elegancki sposob Sciany krysztatu: sa one normalne do Scian
krysztatu. Inna zaleta sieci odwrotnej jest to ze opisuje ona
maksima promieni X ul¢gajacych dyfrakcji na krysztale
[Rys.6]: ta wlasnos¢ zostata podana w 1913 przez Maxa von
Laue



Badania strukturalne

 Struktura krysztatow
— Sie¢ Bravais’go

Z geometrycznego punktu widzenia
uporzgdkowanie, okresowo powtarzajace
sie rozmieszczenie czastek krysztale
mozna opisacC za pomocg operacyi
rownolegtego przemieszczania czyli
translacji.



SieC Bravais'go (1)

_1
J ‘m

E”

-.f




SieC Bravais'go (2)

g, b, ¢ - najmniejsze wektory translacji
a, b, ¢ - okresy translacji
m, n, P - liczby catkowite
Sieé Bravais’go - sieC otrzymana w wyniku rownolegtego

(sieé translacyjna) Przemieszczania dowolnego wezta w
trzech

kierunkach.



SiecC Bravais'go (3)

Komorka elementarna — naymniejszy rownolegtoscian

zbudowany na wektorach

—

a,b,c



SieC Bravais'go (4)

- Wszystkie komorki elementarne, ktore
tworzg sieC majg jednakowy ksztatt i objetosc.

- We wszystkich wierzchotkach komorek
rozmieszczone sg jednakowe atomy lub
grupy atomow.

- Wszystkie wierzchotki sg wzgledem siebie
wzajemnie rownowazne i n0szg hazwe
weztow sieci.



SiecC Bravais'go (5)

SieC charakteryzujg parametry komorki
elementarney.

- trzy krawedzie komorki a ,b, ¢ (okresy translacji)
- trzy katy miedzy nimi  «, 8, ¥

Zadanie komorki elementarnej jednoznacznie
okresla siec, ale nie odwrotnie.



Sie¢ Bravais'go (6)

Z danej sieci mozna wybrac¢ dowolng liczbe réznych
komorek elementarnych. Ich objetosci sg jednakowe,

bo na kazdg z nich przypada (w przypadku sieci
regularnej) jeden atom.

M@//
LA




Sie¢ Bravais'go (7)

Komorki proste (prymitywne)- komorki, w ktorych czastki
rozmieszczone sg tylko w wierzchotkach. (Na kazdg
komorke prostg przypada jeden wezet).

Komorki ztozone - komorki zawierajgce czastki nie tylko w
wierzchotkach. Tworzy sie je dla lepszego ukazania
symetrii sieci.
Typy komorek ztozonych
- centrowana przestrzennie

- centrowana ptasko (sciennie)

- centrowana w podstawie



SiecC Bravais'go (8)

Siedem uktadow krystalograficznych, czternascie typow sieci Bravai:

Trojskosny — 1 (prosta)

a+=f+zg+50°
Jednoskosny — Zprosta) Centrowana w podstawie
/e
ol
I T
/ _}L/ P
a+b+c




SieC Bravais'go (9)

Rombowy — 4

prosta Centrowana przestrzennie
K
ard
| ||
.
_
a+b=+c
a=f=y=90°
Centrowana w podstawie Centrowana p}asko
Q_ —
| Té/j: il
NN N7y
’ \
| —I-'}!> |, _|__,2£
_ e
a=+Fb+c a=+b+c

oa=fp=y=49)° ox=f3==y =g0°



Siec Bravais'go (10)

Tetragonalny — 2 centrowana przestrzennie

Trygonalny

romboedryczny




SieC Bravais'go

(11)

Heksagonalny — prosta

Regularny
prosta —sc centrowana przestrzennie —bcc;centrowana ptasko - fcc
_ B T
I =
L ——d | ———f | ! }\ﬁ/
] I
} || | 2
| IJ) T i —
——Y — >y
a=b=¢ a=b=¢ . a=b=p
ﬂ=ﬁ=3=90° Dn‘=f3=a?=90 D:——-ﬂ=a'=9!}'°



SieC z bazg

Nie kazdg sieC mozna otrzymac w wyniku translacji jednego w

Sie¢ dwuwymiarowa typu
ogolnego. Dwie sieci Bravais'go SIS G
—e
| I

wstawione jedna w drugg. Dojej ¢ | ?

opisu oprécz wektorow | | |

translacji_gobzebny jest | ____‘11’

dopetniajgcy wektor N | : I

wektor bazy. .A/y_}’_ I N
4 o




SieC z bazg (2)

Sie¢ diamentu - dwie sieci regularne centrowane ptasko przes
0 1/4 przekatnej przestrzennej.




Metody dyfrakcyjne

E=E+E,

Natezenie fali Swietlnej | w przyblizeniu jest rowne < E? >,
gdzie <> oznacza wartos¢ Srednig w czasie. Zatem

— 2 — 2 3 | = 2
|=<E2>, |, =<E2?>i |,=<E}2>

Poniewaz

<E2>=<E12>+<E22>+2<E1- E2>



Metody dyfrakcyjne (2)

Z rownan wida¢ wyraznie, ze przy jednakowych
nat¢zeniach obu wigzek 1 zgodnosci ich faz (0 = 0, 2,
4 it ...) w punkcie P obserwuje si¢ maksimum
nat¢zenia [ = 4/, = 41,, a przy niezgodnosci (0 = «, 3,
S ...) wystepuje minimum nat¢zenia swiatla 7= 0.
Oznacza to, ze wiazki Swiatla interferuja ze sobg —
mowimy wtedy, ze wiazki sg spojne. Na ekranie
widzimy prazki jasne 1 ciemne .



Metody dyfrakcyjne (3)

Wypadkowe natg¢zenie dwoch interferujacych wiazek swiatta w
zaleznosci od roznicy faz miedzy nimi. Kontrast obrazu
interferencyjnego (widzialnos¢ prazkow) dla wiazek: a) catkowicie
spojnych, b) czesciowo spdjnych, ¢) niespdjnych.



Metody dyfrakcyjne (4)

Jezeli miedzy fazami wigzek nie ma zadnego zwiazku lub
zmiana ich faz ma charakter przypadkowy, to <cos 0> =01
wigzki Swiatfa sg niespojne. Wowczas [ = I, + I, 1 nie obserwuje
si¢ obrazu interferencyjnego; ekran jest oswietlony jednolicie

W przypadku, gdy wigzki Swiatta sg cz¢sciowo spojne, natgzenie

wypadkowe [ zmienia si¢ w granicach wezszych niz od 0 do 4/,,
a rownanie interferencji (1) przybiera postac

[=1+1,+2y\11,{cosS)

gdzie wielkos¢ y zmienia si¢ w granicach 0< y < 1



Metody dyfrakcyjne (5)

Wielkosc v jest wspotczynnikiem charakteryzujacym stopien
spojnosci interferujacych wiazek swiatla 1 jednoczesnie kontrast
obrazu interferencyjnego. Dla I, = I, maksima 1 minima
nat¢zenia prazkow interferencyjnych sa rowne odpowiednio:

[ =21,(1+7)
[ =21,(1-7)
Zatem
Imax_[min
Lox i

7/:



Metody dyfrakcyjne (6)

Kiedy y = 1 wiazki swiatta sa catkowicie spojne 1
wtedy I =4/,,al . =0.Dlaniespdjnych wiazek Swiatta

ax min

(V — O) [max — [min — 2]1

Gdy zrodlami wigzek swiatta sa dwie nieskonczenie
waskie szczeliny odlegle od siebie o d 1 umieszczone w duze;
odlegtosci L od ekranu, wowczas w punkcie P rdoznica ich drog

optycznych wynosi
As =dsind

a nat¢zenie fali wypadkowej wyraza si¢ wzorem

dsin&’j

I[=1+1,+2y.11, COS(Z?Z'



Metody dyfrakcyjne (7)

Jesli waskie szczeliny sg oswietlone jednakowo, to
znaczy gdy I/, = I, mamy

1

Tylko w takim wypadku mozna zmierzy¢ parametr y

W rzeczywistosci nigdy nie mamy do czynienia z

21,

1+y 008(272'

dsind

A

)

(D)

nieskonczenie waskimi szczelinami (nieskonczenie waska
szczelina nie przepuszcza swiatta)



Metody dyfrakcyjne (8)

Jesli pojedyncza szczeling o szerokosci / oswietlimy
ptaska fala monochromatyczng to na ekranie polozonym daleko
od szczeliny zaobserwujemy rozklad nat¢zenia

]:IO(sinaj )

a

gdzie
_ 7sing

o =
A
Zjawisko to nazywamy dyfrakcja swiatta na szczelinie, a
jasne 1 ciemne pasy prazkami dyfrakcyjnymi.




Metody dyfrakcyjne (9)

Rozktad nat¢zenia swiatla ugigtego na szczelinie o szerokosci /

Pierwsze zero nat¢zenia pojawia si¢ dla kata 0
spelniajacego warunek 1sinb/A=1, co w przyblizeniu 6<<l mozna
zapisac jako 0=A/1.



Metody dyfrakcyjne (10)

Rozklad natezenia Swiatla, obserwowany na ekranie,

dany jest wtedy wyrazeniem:

[ =211+ ycos2z(dsin@/A)|

[loczyn rownan (1) 1 (2)

sin(zsin@/A)

mlsinf/ A




Metody dyfrakcyjne (11)

Poniewaz w przeprowadzanym doswiadczeniu
odleglos¢ migdzy szczelinami d jest wielokrotnie wigksza od
ich szerokosci /, obserwowany na odlegtym ekranie obraz jest
taki, jaki bytby w przypadku szczelin nieskonczenie waskich,
lecz dodatkowo jest on zmodulowany rozktadem natgzenia
Swiatla ugigtego na pojedynczej szczelinie.

Mierzac odlegtosc x k-tego prazka od srodka obrazu
interferencyjnego ze wzorow

dsin@ = kA i x=Lsindg

mozna wyznaczyC odlegtos¢ miedzy szczelinami d.



Metody dyfrakcyjne (12)

Natomiast pomiar odlegtosci x* od srodka obrazu
interferencyjnego do pierwszego minimum modulacji,

spowodowanej dyfrakcja, pozwala wyznaczy¢ szerokos¢
szczeliny [, poniewaz

x'=Lsin@

oraz

sinfd=A/1



Metody dvyfrakcyine (13

Rozklad natezenia swiatla przechodzacego przez dwie
waskie szczeliny umieszczone w odlegtosci d od siebie, o0 o
szerokosci kazdej z nich /, ustawione w duzej odlegtosci L od
ekranu.




Wskazniki Millera

Wskazniki Millera - stanowig ogolnie przyjety system oznaczania

wezlow, kierunkow 1 plaszczyzn w sieci.

Wezly, kierunki 1 plaszczyzny oznacza sig uzywajac uktadu wspolrzednych,
ktorego osie pokrywajg sie z trzema krawedziami elementarne] komorki w
krysztale, a poczatek ukladu znajduje sig w jednym z weztow siect, w kKtorym
przecinajg sie te krawedzie. Za jednostki skali kazde) osit przyymuje sig
odpowiednie dtugosci krawedzi komorki elementarne;.



Wskazniki Millera (1)

Wskazniki wezlow

Okreslajg polozenie dowolnego wezla w sieci wzgledem obranego poczatku
ukladu wspolrzednych.

A /{m,n,;jf Wspolrzedne wezla:
z X =ma
y=nb
z=pb

a, b, ¢ - parametry sieci

Wskazniki wezla:
[[mnp]]




Wskazniki Millera (2)

Wskazniki kierunkow

Dla opisania kierunku obiera sie prostg przechodzaca przez poczatek uktadu
wspolrzednych. Kierunek tej prostej jest jednoznacznie okreslony przez
wskazniki [[#t n p]] pierwszego wezla, przez ktory ta prosta przechodzi.

Wskazniki kierunku: [mnrp].



Wskazniki Millera (4)

[170]—

TII Uiﬁ X

/ 10
/"ﬂ-f-
> [010]
T

Wskazniki gldwnych kierunkdéw w

siect regulame)



Prawo Bragga
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powilerzchna
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powlerzchnia
krysztalu
“-l" IJ

Réznica drog promieni 11 2 wynosi: s = CB + BD:

CB=BD =dsinf

d - odlegtosc najblizszych ptaszczyzn, w ktérych sg utozone
atomy,

rownolegtych do powierzchni krysztatu, wiec:
Otrzymujemy stad V\éﬁrﬁggsé%e(maksima interferencyjne):
2d sin6=nA



powlerzchnia
krysztalu
-, -

Z rysunku widac¢, ze w krysztale istnieje
nieskonczenie wiele plaszczyvzn, np. zaznaczonych liniami przerywanymi, dla
ktorych promienie padajace na krysztal moga ulec w wyniku interferencji
wzmocnileniu. Na ogol jednak wiazka odbita od plaszczyvzn zawilerajacych
najwiece] atomow bedzie miala najwicksze natezenie. Znajac odleglosé d
miedzy plaszczyznami mozna na podstawie wzoru Bragga wyliczye dlugosc
A tali promieniowania X 1 na odwrot — znajac diugosé tali A mozna obliczyé
odleglosé d. Wspolczesnie dyirakeja promieni X jest szeroko stosowana w
badaniach struktury cial stalych.



Metoda Laue’'go

A



Metoda Laue’'go

P (b

Note: Very
small
separation
between .
spots. This .
means the .
crystals must

be small, the .

beam must be

small, and the

crystals must

' be well-

- ordered.

e

i

g



Metoda Laue’go

Laue Method
/
‘-‘_‘_H'"‘“—--..,_‘___H_‘_
J_l e
W 7 !
’:':J:'."_ : ___,-"""
) -

monokrysztaty

Laue Method




Metoda Laue’go  monokrysztaty
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film




Metoda Laue’go  proszki
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Sie¢ odwrotna (1)

« Kazda dwuwymiarowa sie¢ krystaliczna
(powierzchnia) moze zostaC okreslona przy
uzyciu dwoch wektoréw a, i a,. Wektory te
wybleramy w taki sposob, aby a, i a, byly
uporzadkowane w kierunku odwrotnym do
ruchu wskazowek zegara oraz by parametr
a, okreslat dluzszy wektor. W takim
przypadku otrzymamy:



SieC odwrotna (1)

Przestrzen rzeczywlsta

Wektory sieci

Komérka
prymitywna




SieC odwrotna (2)

W ten sam sposob mozna by okreslic wektory sieci odwrotne;j
a,’1a,” . Jednak w jakim kierunku begda skierowane te wektory
1 jaka bedzie ich dtugosc?

Wektory sieci odwrotnej konstruuje si¢ przy uzyciu
nastepujacej reguly:

9
a, - a, = ()
9y __
a,-a, = ()
oraz
9
al'al -



Sie¢ odwrotna (3)

Nalezy pamigtac, ze 1loczyn dwoch wektorow liczymy jako
1loczyn ich dlugosci pomnozony przez kosinus kata pomigdzy
nimi. W rezultacie, pierwsze rOwnanie oznacza, ze wektor a,’
siecl odwrotnej jest prostopadly do wektora sieci rzeczywiste]
a,. Analogiczny zwiazek istnieje pomigdzy wektorami a, 1
a,’. Drugi ukiad rownan oznacza, ze dlugos¢ wektora a jest
odwrotnie proporcjonalna do dlugosci wektora a’.

Te zasady mozemy teraz wykorzysta¢ do znalezienia wektorow
siect odwrotnej o 1le znamy wektory sieci rzeczywistej. Np. Jezeli
znamy dlugos¢ wektora a, w angstremach to dlugos¢ wektora a,’
bedzie wyrazona w odwrotnosciach angstremow.



SieC odwrotna (4)

Przyktady . .
Powierzchnia fcc(100)
Przestrzen Przestrzen
rzeczywista odwrotna
Q O O
a'z
.'—l* ————— ®
. ’ | \ ,
Sleg a : | slecC
rzeczywista : | rzeczywista
[ |
0 *o-——@




Sie¢ odwrotna (5)

Przyktady Powierzchnia fcc(110)
Przestrzen Przestrzen
rzeczywlista odwrotna

- a Sieé a1l Sied
B o rzeczywlista ! rzeczywista
|
e ¢ o

W tym przypadku sie¢ odwrotna wyglada, tak jak sie¢ rzeczywista
odwrocona o 90° !

Nalezy zauwazy¢, ze w tym przypadku:

a 1a, s prostopadte, a, 1a’, sa prostopadle, a, 1a’, sa rownolegle oraz
poniewaz alfa=0 wigc cos(alfa)=11a’, =1/a, .




Sie¢ odwrotna (6)

Przyktady Sytuacja trochg¢ bardziej si¢ komplikuje, gdy siec
rzeczywista nie jest prostokatna.
Powierzchnia fce(111)

Przestrzen Przestrzen
rzeczywlista odwrotna

al az g .
al : o -9
.y a'l J/ ;
Slecl e o & ——- Sied
rzeczywista rzeczywista




SieC odwrotna (7)

I znowu sie€ rzeczywista 1 odwrotna majq tag sama symetrie.
Jednak w tym przypadku wektory a, 1 a, nie sg prostopadte,
a, 1a’, sa prostopadle, a, 1 a’, sa prostopadle, ale a, 1 a’,
nie sa juz rownolegle. Poniewaz kat

alfa=300 (AW ;SIS

Z naszych rozwazan wynika wigc, ze obraz dyfrakcyjny
jest po prostu przeskalowang siecig odwrotng !



Siec odwrotna (8)

Do tej pory rozwazalismy przypadek badania
struktury krystalicznej czystej powierzchni. Czgsto
interesuje nas jednak przypadek, w ktorym na powierzchni
krysztatu osadzone sg inne czastki. Jednym z zadan jakie
musimy wtedy rozwiazac jest okreslenie potozenia tych
czastek. W tym przypadku mamy do czynienia z dwoma
strukturami. Jedng tworzy sama powierzchnia a druga
tworzy zaadsorbowany gaz. W takim przypadku obraz
dyfrakcyjny bedzie ztozeniem obrazow dyfrakcyjnych dla
poszczegolnych podstruktur.



Sie¢ odwrotna (9)
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SieC odwrotna (10)
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Opisana do tej pory metoda pozwala na znalezienie
punktu, w ktorym wystap1 maksimum dyfrakcyjne.
Metoda ta nie pozwala jednak na wyliczenie natgzenia
poszczegolnych maksimow. Do tego celu potrzebna jest
znacznie bardziej zlozona teoria oparta na zjawisku
wielokrotnych rozproszen.



Konstrukcja Ewalda

DYFRAKCJA NA KRYSZTALE (teoria kinematyczna)

sumuje wtorne fale sferyczne wywolane przez

rozpraszanie : , “r= :
ta sama (niezmieniona) plaska fale padajaca

spojne | elastyczne: detektor 3
> ~ 27 ) 2 fali padajacej (kp) 2}'57{’:—}(0?*
|- -2 e T

roznica faz: fali ugietej (k) 2Ei — k7
A
i, _ 218 calkowita (& —k,)7 = Ak¥# = 2aSF
* wektory rozpraszania 27 S= AK
pr. X, e%,n, h L _
wiazka atomow /- d \ G k—ky Ak 5 sme
| 2t 2m A

AN

— amplituda rozproszenia na krysztale: | F(S) = [ p_, (¥)exp(i2xS#)dV




Jak to dziata ?



The Structure Factor Equation
Simplified approach

- how waves combine after diffraction

e complete cancellation

« partial cancellation

 constructive interference

Depends on phase difference 6

Also on fractional coordinates
hkl

how much the atom scatters x-rays :



Atomic Scattering Factor f;

Depends on the number of electrons, since these act as
secondary sources and re-emit X-rays

So sum over all electrons in atom = Z

f «c atomic number, Z
Hydrogen - low scattering (Z=1)
Uranium - high scattering (Z=92)



Atomic Scattering Factor f;

Scattering strength of atom also depends on angle
of scattering, 0

0=0 f=Z
0T fJ
“Polarisation factor”, quoted as function of Sl;i 0

Also “Lorentz factor” - geometry of diffraction



Intensities depend on:

Polarization factor

Lorentz factor

scattering power of atoms (o« Z)
absorption

thermal vibrations of atoms - “temperature”
factor B

preferred orientation (powders) - non-random
distribution of crystallites

extinction (single crystals)
multiplicities (i.e. 100=010=001 etc)
structure factor (following sections)



The phase difference, 6

For a given direction [specified by hkl) d and A so
as to satisfy Bragg's Law] we sym the X-rays
scattered by all atoms in the unit cell

: b
Cop3|der a se.t of
lattice planes: l
a A
Fy
v X
D
vy B




For the (100) planes, A W
and A’ scatter in phase (100)

because their phase
difference is one
wavelength (2r radians)

(100)

(10 0)

An atom at D has fractional x coordinate of 1%

The phase difference between waves diffracted from A
and Dis %2 . 2xr =1 = atoms A and D are out of phase

Atom B has a general fractional coordinate x and thus a
phase difference relative to A of 2nx for (100) planes



If we now take
the (200) planes: 0
/4 (2 00)

) (20 0)
@B
(20 0)
- 200
° (200)
(20 0)

Atoms A and D now have a phase difference of 2x for the
(200) reflection whereas phase difference = & for (100)

(In order to obey Bragg's Law, if d is halved then sin©
must double)



Halving d [(100) — (200)] doubles the relative phase
difference

Atom B has a phase difference relative to A of 4nx for
(200) planes c.f. 2nx for (100) planes

So for a general (h00) reflecion, distance between
(n00) planes is (a/h) {orthogonal systems}

Phase difference, 3, between A and B is thus:
0 = 2rthx

For (h00), y and z coordinates don't affect é values



The phase difference, 6

Generalise in 3-d:
Sj = T (hxj + kyj + lzj)

where: 0, = phase difference for atom ]
hkl = Miller index of plane

(X; ¥; z;) = fractional coordinates of atom |

SJ- IS sometimes known as the Geometric structure factor



Example & =2r (hx, +ky, + 1z)
Phase differences for atoms in body centred lattice
Atoms at (0, 0, 0) (*2,72,7%2)
0,=2n(0+0+0)=0

0, = 2n(¥zh + Yok + V)
=1 (h+k+l)

If h+k+| = odd number (2n+1)

= out of phase = complete cancellation

If h+k+| = even number (2n)

= in phase = only observe reflections with h+k+|l = 2n
[c.f. systematic absences]



The Structure Factor

The Structure Factor or Structure Amplitude F,,, is the
resultant of N waves scattered in the direction of the
reflection hkl by the N atoms in the unit cell.

In general, waves can be represented by such expressions
as:
a =a,exp (2ni vt)
where a, is the amplitude of the wave
and 2mi vt represents the phase difference.

So for an atom j, with a diffracted wave of x-rays of
amplitude f, and phase difference o, then

F; = f, exp(id))



Intensity of the wave is proportional to FF* (where F* is
the complex conjugate of F)

FF* — (fJ eiS) (fJ e-i8) — ij
and so
[ o sz

Summing the diffracted waves over all atoms, |, in the

unit cell gives
F. = Z f ; exp(10 j)
]

SO

Fug = 2 fjexp2mi(hx; +ky, +1z))
J

Structure factor equation



This can also be written as:
F, = f(cosd +isind,)
J

This can be simplified in structures with a centre of
symmetry (see early lectures) = centrosymmetric
structures - for every atom at (x; y; z;) there is an
identical atom at (-x; -y; -z)

These atoms will have phases +6; and -3, respectively,
and since sin(- 8) = -sin o the sine terms cancel

SO

| D ij cos2m(hx; +ky, +1z;)
J

The Centrosymmetric structure factor equation




Example - a - Fe

Fe at (0, 0, 0) and (74,7%,72) - centrosymmetric

Fii = fee [€OS 2n(0 + 0 + 0) + cos2n(h/2 + k/2 + 1/2)]
= f[cos O + cos &t (h+k+l)]
= fe [1 + 1] = 2f, if h+k+l =2n |=4f__2
=fe[1+(-1)]=0 if h+k+l=2n+1 I=0

Reflections with h+k+l = 2n+1 are systematically absent

For any bcc lattice, only reflections with

(h+k+l) = 2n are present



Example - F-centring

Atoms at (0, 0, 0) (*2,72,0) (¥2,0,%) (0, 72,7%) -
centrosymmetric but use whole equation as example

Ey= ij exp 2mi(hx; +ky, +1z;)
J

Fr = fee [€Xp 27i(0) + exp2ri(n/2 + k/2) +
exp2rni(h/2 + 1/2) + exp2ri(k/2 + 1/2) ]
= fe[1 + exp ni (h+K) + exp =i (h+]) + exp wi (k+1)]

Remember:
exp mi (n) =1 if n even
exp mi (n) = -1 if n odd



Fr = feo[1 + exp @i (h+k) + exp ni (h+]) + exp mi (k+])]

?7?

If h,k,l all even, then F,,, =4f [=16f2
If h,k,l all odd, then F,,, =4f |=16f2

If mixture?
(322): Fog=[1-1-1+1]=

So reflections only present if h,k,l all odd or all even



Example - CsCl

Cs at (0, 0, 0) and Cl at (*%2,%2,%2) - centrosymmetric

Fri = fey [cos 2n(0 + 0 + 0)] + fo[cos2n(h/2 + k/2 + 1/2)]
= fc,[cos O] + f.. [cos ©t (h+k+I)]

if h+k+l = 2n (even) Foa = (fc * fco)
if h+k+l =2n+1 (odd)  F,, = (f;, - fc.)
Reflections with h+k+| = 2n are strong

Reflections with h+k+|l = 2n+1 are weak for CsClI structure



More Complex Cases

Ti metal is h.c.p.
Atoms at (0, 0, 0) and at (1/3, 2/3,1/2)

F, ., = . [exp 27i(0) + exp2ri(h/3 + 2k/3 + 1/2)]
= [1 + exp2mi(h/3 + 2k/3 + 1/2)]

Can’t simplify this - would have to substitute in hkl values
e.g.(100) F,, = f[1 + exp(2/3)nri]
= f[1 + cos(2/3) nt + isin(2/3) =]
= f+; [0.5 + 0.866i]
and similarly
(010) F,4 =1[0.5-0.855]] etc.



(100) F,, =f[0.5+ 0.866i]
so Intensity = f[0.5-0.866i].f[0.5+0.866i] = f2

so Intensity = f[0.5+0.866i].f[0.5-0.866i] = f°

Equal intensities, but structure factor is different

BUT we measure the intensity of each line so the phase
information from F,, is lost - THE PHASE PROBLEM



The phase problem

We can calculate the diffraction pattern (i.e. all F,,) from
the structure using the structure factor equation

Each F,,, depends on (hkl) and f;

f; depends primarily on Z, the number of electrons
(or electron density) of atom j

The structure factor is thus related to the electron
density, so if we can measure the structure
factor, we can tell where the atoms are.



We measure intensity | =FF*
so we know amplitude of F.....but phases lost.
Several methods to help:



* Direct methods
(Nobel Prize 1985 - Hauptmann and Karle)

Statistical trial and error method. F,,/'s are
interdependent so by “guessing” a few we can
extrapolate

 Patterson Methods

Uses an adapted electron density map where
peaks correspond to vectors between atoms -
peak height oc Z,Z,

 Heavy Atom Methods

High Z atoms will dominate the electron density -
“‘easy” to locate

Use Patterson vectors to find other atoms.



Solving Structures

< Measure | (¢ FF*) for many hkl

< Extract F,,,(using Direct Methods, Patterson, etc.)
< Transform to electron density

< Locate Atoms

< Deduce Crystal structure??
Need to maximise data:

Minimum d-spacing: from Bragg's law, 2d = A (if sin
0=1) so d,,= 72 A
Thus use small A (e.g. MoK, 0.70A)

< ...example (computers help!)



How do you know it's correct?

Compare Fcalc and Fobs values to test out the structural
model

Common test is agreement factor, R

Fcalc
Fobs

Fobs
2

>

R =

If R < 0.1 (10%) the structure model is probably good

High quality data + refinement - R ~ 0.03



Limitations of X-ray Structure
determination

¢ gives average structure

+ light atoms are difficult to detect (f <« Z) e.g. Li, H

+ difficult to distinguish atoms of similar Z (e.g. Al, Si)
+ need to grow single crystals ~ 0.5mm

+ |ong time for data collection and analysis (?)

new instruments mean smaller crystals, shorter
collection times!
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