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1.1. DRGANIA HARMONICZNE. 

Drgania � okresowe (prawie okresowe) zmiany stanu 

układu fizycznego, chemicznego lub biologicznego 

wokół położenia równowagi. 

Model 

mechaniczny: 

 

 

 

 

 

 

 

Ψ(t+nT) = Ψ(t) ;      n=1,2,3... 

T - okres [s] 

ν = 1
T

 - częstość [s-1] - 1Hz 

 

Oscylatory: 

mechaniczne - do 105 Hz 

elektryczne - 103-1012 Hz 

atomowe - 1011-1017 Hz 

jądrowe - ~1022 Hz 
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Warunki drgań: 

1. Występowanie położenia równowagi i siły zwrotnej. 

2. Bezwładność. 

3. Niezbyt duże opory. 

 

ad 1. Siła zwrotna (mechaniczna): F(x) =− grad Ep(x) 

ad 3. Czynniki zmniejszające energię układu 

(dyssypacyjne) - tarcie, lepkość.  

 

Drgania harmoniczne: 

⇒ Ψ da się opisać funkcją sinus (cosinus) ⇒  

Ψ(t) = Ψm⋅sin (ω⋅t+ )φ  

 

ϕ =ω⋅ t`+φ - faza (liniowa funkcja czasu) 

( )0ϕφ =   - stała fazowa /faza początkowa/ 

.Ψm - amplituda drgań    (-Ψm≤Ψ≤Ψm) 
 

T
πω ⋅= 2

 

- częstość  

  kołowa  

  (pulsacja) 
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Prędkość: 

Przyspieszenie: 
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Warunki początkowe: 

 
Amplituda i stała fazowa są określone przez warunki 
początkowe: 
 

( )φω += tAx cos          ( )00 =≡ txx       φcos0 Ax =  
 

( )φωωυ +−= tAsin       ( )00 =≡ tυυ      φωυ sin0 A−=  
 

2
2

2
02

0 Ax =+
ω
υ
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0 ω
υ+= xA  
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υφ −=  

 
 

 

 



G:\WYKLAD IIIBC 2001\FIN2001\Drgharm2001.doc 
 05-10-01 

„Drgania i fale”  II rok Fizyk BC 
 

1.1 

6 

 

Małe drgania: 

Ep(x)= ( )
0

0

∞

∑ −a x xn

n
         ;           an=

0
!

1

xxdx
pEd

n n

n

=
 

W położeniu równowagi:      
dE
dx x x

p

= 0

=0 

Ep(x)=Ep(x0) +
1
2

2

2 0
2d E

dx
x xp ( ) ...− +  

Ψ=− )( 0xx  

F=-
dE
dx x x

p

= 0

= -
d E
dx x x

p
2

2

0=
(x-x0) 

 

 

F=- k (x-x0) 

 

gdzie:    k=
F

x x− 0

 - stała doświadczalna.        

[k]=1N/m.  

k- współczynnik sprężystości (sztywności) 
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Dla małych drgań siła zwrotna jest proporcjonalna do 

wychylenia. 

Ep(x)=Ep(x0)+
1
2

 k (x-x0)2 

Jeżeli początek układu odniesienia umieścić w punkcie, 

odpowiadającym położeniu równowagi, to: 

Ep(x)=Ep(0)+
1
2

 k x2 

F=-kx 

Dla trzech wymiarów: 
r
F = - grad Ep= - k 

rr  
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Równanie drgań: 

Równanie ruchu:            
r r

rF m d r
dt

kr= = −
2

2  

W jednym wymiarze:        m d x
dt

kx
2

2 = −  

     &&x k
m

x+ = 0   

dt
dx=υ  
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d

dt
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d
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d
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xd υυυυ ===2
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Różne sposoby zapisu: 

• ( ) ( )Ψ t A t= +cos ω ϕ  

• ( ) ( ) ( )Ψ t B t B tp q= +cos sinω ω0 0  

• ( ) ( ) ( )Ψ t C i t C i t= + −exp *expω ω0 0  

• ( ) ( )[ ]Ψ t D i t= Re exp ω0  

 

A B C Dpcos Re Reϕ = = =2  

A B C Dqsin Im Imϕ = = =2  

 

A. ( ) ( )ϕω +=Ψ tAt 0cos  

 
B. ( ) tAtAt 00 sinsincoscos ωϕωϕ −=Ψ  

  ( ) tBtBt pp 00 sincos ωω +=Ψ  

  ϕϕ sin,cos ABAB qp −=≡
444 3444 21

 

 
 
C. Niech ptCe=Ψ  

R. oscylatora będzie spełnione, jeżeli 

0
2
0

2 ωω ipp ±=⇒−=  

z warunków brzegowych 
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Rozw. ogólne:       ( ) ( ) ( )tiCtiCt 00 expexp ωω −′+=Ψ  
                  C, C’ - zespolone 
→ cztery stałe  ( )'Im,Im,'Re,Re CCCC , a z warunków 

początkowych dwie, ale fizyczne Ψ - rzeczywiste lub 

urojone, nie zespolone. 

Tak będzie, jeżeli 
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  ( ) ( ) ( )tiCtiCt 0

*
0 expexp ωω −+=Ψ       (*) 

 
  → dwie stałe!  ( )CC Im,Re  
 
  xixeix sincos +=  
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D.  Z (*) 
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expReexpRe

ω
ωω
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Niech  CD 2≡  

( ) ( )[ ]tiDt 0expRe ω=Ψ  

 
φφ sinIm;cosRe ADAD ==  

 



G:\WYKLAD IIIBC 2001\FIN2001\Drgharm2001.doc 
 05-10-01 

„Drgania i fale”  II rok Fizyk BC 
 

1.1 

12 

 

Energia: 

W⇔ E0;    V⇔ Ep;    T⇔ Ek 

T mx

V kx

W T V mx kx const

=
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= + = + =

1
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1
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2 2
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⇑ 
brak tłumienia 
 

dW
dt

= 0  

⇒ inna droga do równania ruchu: obliczamy pochodną 

energii po czasie i przyrównujemy ją do zera. 

mxx kxx
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&&& &
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+ =
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0
0

 

( ) 0=+ xkxxm &&&  
 

( )
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banalne  
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Jeszcze inaczej � z równania Eulera-Lagrange�a. 

(
θθ d

dL
d
dL

dt
d =

&
; VTL −= ) 

Szukamy zależności T(t),V(t). 
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    ⇑    bo: k m= ω0
2
 oraz  sin cos2 2 1α α+ =  

W A∝ 2  - nie zależy od ϕ  

�Przepływ� energii między masą a sprężyną. 
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Płaszczyzna fazowa: 

( )ϕω +=Ψ tA 0cos  - harmoniczne 

( )ϕωω +−=Ψ= tmAmp 00 sin&  
 

12
0

22

2

2

2
=+Ψ

ωAm
p

A
 

EmAmAAS ⋅=⋅=⋅⋅=
0

2
0

2

0
0

1
2

2
ν

ω
ω
πωπ

 


