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1.1. DRGANIA HARMONICZNE.
Drgania - okresowe (prawie okresowe) zmiany stanu

uktadu fizycznego, chemicznego lub biologicznego
wokot potozenia réwnowagi.
Model

7 =
mechaniczny: (a) %:WMW__
;/f S R——

o L

Yt+nT) = Yt) ;  n=1,2,3...

T - okres [s]

1 .
V:? - czesto$é [s1] - 1Hz

Oscylatory:

mechaniczne - do 10° Hz
elektryczne - 103-10%2 Hz
atomowe - 10'*-10% Hz

jadrowe - ~10%% Hz
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Warunki drgan:

1. Wystepowanie potozenia rownowagi i sity zwrotnej.
2. Bezwtadnosc.

3. Niezbyt duze opory.
ad 1. Sita zwrotna (mechaniczna): F(x) =- grad Ep(x)
ad 3. Czynniki zmniejszajgce energie uktadu

(dyssypacyjne) - tarcie, lepkosc.

Drgania harmoniczne:

— ¥ da sie opisac funkcjq sinus (cosinus) =

YUt) = YnSin (ofi+¢ )

¢ =all +¢ - faza (liniowa funkcja czasu)
¢ = ¢(O) - stata fazowa /faza poczatkowa/
Y, - amplituda drgan = (- ¥n< ¥< ¥,)
21
W= —
T
- czestosc

kotowa

(pulsacja)
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Predkosc:
W(t) = ~e, W, sin(w,t + ¢)
W(t) = w,W_ cos(wyt + g+ 711/2)

Przyspieszenie:
LIJ(J[) = _a)OZme cos(a)ot + (0)
P(t) = w,"W_. cos(awyt + @+ 1)

11
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Warunki poczgtkowe:

Amplituda i stata fazowa sg okreslone przez warunki
poczatkowe:

x = Acos(wt + ¢) % =x(t=0) X, = Acos¢

v=-cAsn(wt+¢) uy=0(t=0) v, =-Awsng

q g =y, sin [wf+9)

Fo sz'n-z?{

G, oS &
g =g Cos (wt+ V)
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Mate drgania:

) g "B
E,()=Y. a,(x—x,) ; =" |
0 nbdx® oy —
0
dE
W potozeniu réwnowagi: = =0
Xy = X,
d’E, 2
Ep(X)=Ep(X0) + > ad (X=X,)"+
(x=%) =W
dE, d’E,
~ax | T Gexo)
X=X, X=X,
F=- k (X-Xp)
: F .
gdzie: k= - stata doswiadczalna.
X=X
[K]=1N/m.

K- wspdtczynnik sprezystosci (sztywnosci)
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Dla matych drgan sita zwrotna jest proporcjonalna do

wychylenia.
1 2
Ep(X)=Ep(X0)+ 5 K (X-Xo)

Jezeli poczatek uktadu odniesienia umiesci¢ w punkcie,

odpowiadajacym potozeniu rownowagi, to:
1 2
Ep(x)=Ep(O)+§ k X

F=-kx
Dla trzech wymiarow:

Ifz—grad Ep=-k T

£
0
dE ¢ | ¢ [JaE ¥=¢
dcp — QEp
ax 20 ax >0
d€s _g
F gy F
F=0
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Epixg) + 5 K&

Rownanie drgan:

= d’r
Réwnanie ruchu: F=m = —kr
dt?
. . d*x
W jednym wymiarze: m = —kx
dt?
X+ —X =
dx
v=—"
at

dzx:duzdudxzuy
dt> dt dx dt dx
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Umuz—Exmx

dvo Kk
U—+—x=0
dx m m
EUZ: EEX +C
2 2m

/lmu2+%kx2 =mC =const = E, /

o 2K = Koy
dx :\/Edt
2Cm m
== -X

k
[=: arcsin S E[ﬂ+D
— 2Cm m
k

X=X, sin(at +39)

w= |, 121 ~amfmy

Eo=mC =

©
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Rozne sposoby zapisu:

. Y(t) = Acoqat +¢)
. W(t) = B, cod w,t) + B, sin(,t)
« Y(t) = Cexplia,t) +C* exp( —iw,t)

+ W(t) = R Dexplicet)]

Acosp =B, =2ReC =ReD

Asing =B, =2ImC =ImD

A, W(t)= Acos(w,t + @)

B. W(t)= Acosgcosw,t—Asingsina,t
W(t) = B, cosat + B, sinct
B, = Acosg, B, =— Asing

z warunkéw brzegowych

C. Niech W=Ce”
R. oscylatora bedzie spetnione, jezeli

p* =—ap = p =iy

10
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Rozw. ogdlne: W(t) = Cexpliagt) + C exp(—iwqt) |
C, C' - zespolone
_ cztery state (ReC, ReC', ImC, ImC'), a z warunkéw

poczatkowych dwie, ale fizyczne W - rzeczywiste lub
urojone, nie zespolone.
Tak bedzie, jezeli

[C'exp(-iwt)] = Cexpliwt)=

= C" expliawnt) =Cexpliwt)=C' =C

W(t)=Cexpliant) +C exp(-iapt)  (*)

~ dwie state! (ReC, ImC)

X =cosx +isinx

1 1
ReC =—-B,, =— Acos
}—’ 2 P 2 4

1 1, .
ImC =-7B, =7 Asing
D. Z (*)
W(t) = RelCexplict] + RelC exp(-icuyt)| =

= 2ReCexpli wyt)

Niech D =2C
W(t) = R D expliayt)]

ReD = Acos¢; ImD = Asing

11
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Energia:

We Ep; Ve Ep T E

T=1my
2

V =1
2

W=T+V :}mx2 +}kx2 =const
2 2
7

brak t’furrﬁenia

dw _

—=0
dt

= inna droga do rownania ruchu: obliczamy pochodng

energii po czasie i przyroéwnujemy jq do zera.

MxR + kxx =0
mx+kx =0
(mx+kx)x=0
x=0 lub (mx+kx)=0
U

banalne

12
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Jeszcze inaczej — z rownania Eulera-Lagrange’a.

(da_db. ) =7-v)
dtdé  do

Szukamy zaleznosci T(t),V(t).
x=Acos(w t+ @),  X=-w,Asin(w,t + @)

T :%ma)ozAzsinz(wot +¢), V =%kA2 cos’ (et + @)
W:T+v:1ma)02A2:1kA2
2 2
i bo: K=mw,” oraz sina+cos’a =1

W O A? - nie zalezy od @

~Przeptyw” energii miedzy masg a sprezyna.
. 2 1 1
E, =E,sn*(wt+¢)=E, 5 —Ecosz(a)ot + @)

Ep =E, COSZ(a)Ot + ¢) = E{% + %COSZ(C«)O'[ + ¢)}

E

13
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Ptaszczyzna fazowa:

W = Acos{w,t + @) - harmoniczne
p=m¥ = -mAc,sin(at + @)

2 2
L\UZ + 2 p2 =1
A P AL
[¥] b Prus2ceqaue. tazcua
ECieyla fero
Lt,

S=nmAIMAW, = ZﬂdﬂnAwo— [E
wO I/0
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