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1.6. Drgania sprzezone
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Uktad jednowymiarowy; dwie wspotrzedne catkowicie

(]
|

opisujq uktad (WY w prawo od potozenia rownowagi)

my, =-s¥, -S(¥, -W,)

my, =-s¥, -S(¥, -¥,)

-

L'|'Jl+isl.|Jl_§L|J2 =0

(%) ) m m
L'|'J2+isl.|J2_§L|J1 =0
L m m

Mody normalne:

Bez sprzezenia - ruch kazdej z mas harmoniczny.
Czy (*) moze by¢ spetnione przez W, W, zmieniajace

sie harmonicznie?
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Jesli tak, to wszystkie cztony w (*) harmoniczne i dla
kazdego z rownan wypadkowa wskazow réwna zero.
Dla (*1):

Y

(s +35)m] y,

2

Stad nastepujgce warunki:

1. Czestosci W, i W, takie same (aby suma byla stata).
2. W i W, w fazie (a) lub w przeciwfazie (b)
(wychylenie i przyspieszenie majg przeciwne zwroty)

3. Zwigzek miedzy amplitudami:

Niech: W, = A cos(at + @)
W, =+ A, coslat +¢)
rz&:i&
Y1 A
2_s+S+rS:O .
Z (*) m m > -—=r=r=%1
, S+S S _ r
—_ + _O
m rm
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r=+1 = W, ¥, majg jednakowe amplitudy!
Moze by¢ W, =W, lub ¥, = -1,
Dwa mozliwe drgania harmoniczne - to mody

normalne.

Czestos$¢ modow:

s\V?
(1) ,w fazie” (r=+1) W, = (—j
m

Wt s+2S)'
(2) ,w przeciwfazie” (r=-1) @, =

wZ > wl
(1) W, =W, = A cos{et + ¢ )
(2) W, =-¥, = A COS(C«JZ’[ + ¢2)

,, ,, @, §, charakteryzuja caty uktad.

Wspodtrzedne normalne:
pla (1) = (W,-W,)=0, (¥,+¥,)=harm
(2) = (W,-W¥,)=harm, (¥,+W¥,)=0

N\

> wspoOtrzedne normalne
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4ﬁ=(1Cf7%-qJ\

2m
1\
WY, = (?ﬂj (q1 + qz)

Podstawiajac do réwnan ruchu:

J

2
+w g, =0
% 12q1 } Nie sg sprzezone! PROSTE!
4, +w;q, =0

O = cos(wlt + ¢1) }

O =, COS(C«)Z'[ +¢ 2)
V2
o <[ 2 oot os)-ncntosos)

12
v, =( L) [a.coseat +8.)+a,cofwst +4, )

W ogodlnosci ruch kazdej z mas jest dany czestosciami

obu moddéw normalnych - nie jest harmoniczny!

D - a,= O}
Gdy tylko harmoniczne
(2) -8, =0

Przykfady:

1) Obie masy o A, w prawo i puszczamy

W, (0)= A, W,(0)= A,
Y (0)=0 W,(0)=0
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6(0)=3  6,(0)= 0}
wzbudzony 1 mod
4(0)=0  ¢,(0)=0
3 = (2m)* A, 0 = & Coscit
= W, = Ajcosait, W, = Ay cosait

Sprezyna pomiedzy masami nie pracuje!
2) Wi(0)=A, W,(0)=-A
W (0)=0 W,(0)=0
a(0)=a,  0,(0)= -ao}
4,(0)=0 6,(0) =0
3, = (2m)"* A,
Wzbudzony tylko mod (2) g, = A, cosa,t

Y, = A cosa,t,
Y, = A, cos(a,t + 77) = — A, cosw,t

G, >, (sprezyna sprzegajqca pracuje)

3). Niech m; o 2¥?A, w prawo, masa m, w potozeniu

rownowagi i obie rdwnoczesnie puszczone:
W, (O) = \@AO ¥, (O) =0
¥, (0)=0 ¥,(0)=0
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U A
=% - _%
a0=%  a0)=-%
6,(0)=0 d,(0) =
- wzbudzone sg oba mody

ql%
d

0, = —=cos{w,t + 77) = ——% cosa,t

N2 2
U

Ve

cosat

N\

W =2 (coswit + cosw,t)

W, = 2 (coswit — coswst)

J

5\? %\?

Dla matych S= «, Ua, = dudnienia.

Niech Q, E%(a)1+a)2) Q E%(wz—a)l)

=2A,c0sQ _tcosQ,t W, =+/2A,sinQ_tcosQ,t
Masy drgajg z czestoscig bliska &, przesuniete w fazie
0 9009,
Czynniki modulujace (z Q_t) tez sq przesuniete o 900°.

i S
,Okres”amplitudy Dg
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")

\ /\U/\ V/\\/\/\\/f\ v/\\//\\/

")
Y \/\\/\\/\v /\\/\\/\\/\\/\, -

§:270’ &:E" Q+:1OQ_
s 81 w 9

S mate - przeptyw energii do masy opdznionej w fazie o

909 = masa wymuszajqca i drgajqca.

Czynnik modulujacy zero = zmiana znaku = 18009,

. N 1
Amplitudy w przyblizeniu réwne dla Q _, DZZT

P, UA,cosQ .t
W, UA,SnQ,t

W zaleznosci od warunkdéw poczatkowych: a) masy w
fazie, b) w przeciwfazie, c) przesuniete o 90° z wymiang

Jlidera” co n/Q_ =5s/S (rys.(a), (b), (c)).
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(a) (b) (©

AW MWAMALICMNAA - AW

Zaleznos$¢ czestosci moddodw od sprzezenia:

A

2wy |—

Wy L

' .
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Energia:
T :%mLiJl2 +%mLiJ22

V =%swf +%sw§ +%s(w2 -y )? =

= %(s+ S)¥/ +%(s+ SW;-SWW,
1, 1,

T="¢+>
SE 5%

1 1 1 1
\ ZE(S/m)ChZ +§[(s+28)/m]q22 :waqlz +§a)22q§

2 2

Catkowita energia = suma energii jakie by miat uktad

W=T v =( 27+ Jofe? |+ 25+ ke

gdyby mody byty wzbudzane osobno.

Podsumowanie:

- dwa mody wtasne (obie masy poruszajg sie ruchem
harmonicznym, z jednakowymi czestosciami i
amplitudami - w fazie w jednym modzie i przeciwfazie
w drugim,

- réznica czestosci modow rosnie ze wzrostem

sprzezenia,
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- najwygodniejszy opis przy pomocy wspoétrzednych
normalnych, ktore:
- spetniajq niezalezne réwnania ruchu,
- kazdy mod normalny opisuje jedna wspotrzedna

normalna,

- energie kinetyczna i potencjalna sgq dane prostymi
sumami kwadratéw wspédirzednych normalnych, a
wspotczynniki dla energii potencjalnej sq okreslone

czestosciami modow.

Metoda ogdlna:

¥, = —a, ¥, —a,¥ }
Y, = —ay ¥ —a,¥,

W, = A cos(wt + @)
W, = A, cos(wt + @)

(311 - wz)qJ1 ta,W, = O}
a, W, + (a22 - )LIJ2 =0

} Zatozenie drgan harmonicznych

(*)

Warunek rozwigzywalnosci:

=0= @, w,

10
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Wl = AD coslcot
Dla «;: 1(1) Ai(l) cos(a)l +¢1) drgania podstawowe
Wy = A coslat + ¢,)
Dla @, W) = AP cos(at + 8,)
) = A cosleat + 4,)
“-’12 %1 _
Dla «;: = U
Al % '
2) N
Dla «,: ﬁ;%z) wzaiz 1=y,
Ogdlna postac drqaﬁ'
W,(t) = W + LP( A cos(wit +4,)+ AP cos{est + ¢,)

W,(t) = Lpél) 2 = ,U1A1 cos(wlt +¢,)+ ,U2A1 cos(a)zt +¢,)
Al(l); Al(z); @1; @ - z warunkow poczatkowych

Drgania wymuszone:

Sita F 4 COS @t przytozona do masy (1)
my, =-sW, -S(¥, -W,)-b W, +F, cosat
m¥=-sW,-S(¥,-¥,)-b¥,
U

11
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U
(1 )?
q1+yq1+w1(h=(2mj [F, cosat
) 1 "
q, +yqQ, +w,q, = _(2 m) DFO cosad =

1\
= (2 mj [F, cos(at + 77)

U

oy = &, cos{at + ¢, )
g, = a, cos(at +¢,)
U

mj]/z[a1 cos{at + ¢, ) - a, cos{at + ¢, ) |

o
o

N |-

m)w[a1 cos(at + ¢, ) +a, cos(at + @, |

|
|

N |-

P
I
N |-

mj[af +a; —2a,a, cos(@, - ¢1)]

N

mj[af +aj +2a,a, cos(@, - ¢1)]

=

12



23-11-01

G:\WYKLAD IlIBC 2001\FIN2001\DrgSprz2001.doc
“Drgania i fale” Il rok Fizyki BC

12
3, = F, 1
A/2m (&)12 -’ )2 + yza)2
12
Q = F, 1
> J2m (wz? — )2 + )P’

— e . W E—— . . e . A — i w— — —

— —
- _— — [— — e — —
J—— _— e,— —— —— — m — a— — —— —

—— ¢2
—2n =

Dla w <<, i w>>w, q;,q, w przeciwfazie (nie jest to
przypadek ogdlny)

13
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Rezonans

Niech @, — &, >> ) - wzbudzanie pojedynczych modéw

Niech: @, <<& <<w, = ¢,,¢, U-7

12 )
W = —(— m) (a, —a,)cosat
( W > ¥,

V2
W, = —(— m) (a, +a,)cosat

J

- dla malych w a, >a, = m, w przeciwfazie do F
- dladuzych w a, <a, = M w fazie

- M, w przeciwfazie do F dla wszystkich &

Amplituda = f(w) dla masy m, (sita dziata na m;):
|

{a)
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Obwody sprzezone:

a). Indukcyjnie:

R,
!»{’1—=C| L,
+
o
¥ Y,
y y 1 : )
LY +M L|J2+(— Y +RY, =0
¢ >
LY, +M L'I'J1+(} W +RW, =0
C J

Dla RC, = R,C, = metoda modéw normalnych

b). Opornosciowo:

L L

i

15
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Drgania czgsteczek:

LU,

~@> ~©> ~@> w0
~@ © ~@> w=n05-10%

)
%}) (%) ({%) wy=2- 105¢"1
!

1,0 1c to 1 sekunda

103° :

T @ ite 87 e,

w=110%" w,=11,27- 108! ;= 4,78108077

Laser CO>:

i
L]

([G01) 2349’ 23310m’
przejscie —jr" v=1

laserowa

przejécie
loserowe

nom

wzbudzenie

“z

t
I
I
I
!
)
)
I
!
)
J
}
|
t
|
|
|
|
1

——— —— g v=0D

¥y o o 0 poziom poziom
podstowowy podstawowy
[ Y N

7 o=

i
sialka dyfrakcyina -'4——— rasilanie ———)'
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