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,Drgania i fale” Il rok Fizyk BC

Drgania wymuszone. Rezonans

Oscylator pod dzialaniem zmiennej w czasie sity:

_
R0

(a)

Focos wt

|

(Fo/s) cos wt -‘ '—— -q‘ fo— i
7

(b) %W@ ::f

(a) sita przytozona bezposrednio do masy,

(b) ruch punktu zaczepienia spr¢zyny (np. masywny obiekt

potaczony sprezyscie z elementem drgajacym).
Niech F(t)=F,cosat (harmoniczna)

RoOwnanie ruchu:

my = kW —bW + F, cos at

W+ yW+orW Z(F—noljcosai
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Stany ustalone (t>>1/))

- drgania harmoniczne masy z czg¢stoscia sity wymuszajace;,
- state przesunigcie fazowe migdzy wychyleniem 1 sita (ew.
0).

W = Acos(at + @)
Szukamy A= A(CU, F, ), p=¢ (C‘Ja Fo)

Diagram wektorowy: G, > &

Fo/m

wl A

-7n<@g<0
F =F,cosat  stata fazowa zero

@ - faza, o ktora sila jest wyprzedzana przez W

@ - ujemne (konwencja: na diagramach dodatnie, gdy jest

przeciwne do kierunku ruchu wskazéwek zegara).



2001-10-18 11:36 G:\WYKLAD IIIBC 2001\FIN2001\Drgwym2001.doc
,Drgania i fale” Il rok Fizyk BC

Wychylenie opdznia si¢ w stosunku do sity wymuszajace;.

_ ya
t - _
gP o —

Opoznienie zalezy od czgstosci, nie zalezy od wielkosci sity

wymuszajacej.

2
(&)02 _w2)2 A2+ A2 :(ij

m
1/2
A = Fo 1
m (wg _a)z)2 2w
Rozwigzanie roéwnania ruchu.
Bez ttumienia: mx + kx = F(t) (1)

Rozwiazanie jest suma ogolnego rozwigzania rOwnania
jednorodnego
mMX+kx=0 czyli X(t) = X, cosa,t + (U0 /ajo)sin u,t
oraz szczegoOlnego rozwiazania rownania (1) np. z
warunkami poczatkowymi x(0) = x(0) = 0. (2)
Stosujac metodg uzmienniania statych szukamy rozwiazania
(1) w postaci X(t) = C, (t)cos a,t + C, (t)sin c,t (3)

z warunkiem: C,(t)cosa,t +C,(t)sin et =0 4)
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Podstawiajac (3) do (1) z uwzglednieniem (4):
- C, (t)w, sin a,t + C, (t)e, cos a,t = (I/M)F(t)  (5)

C,(t)=- F(1) sin wot\
Z uktadu (4) i (5): Mé > (6)

C, (t) = F(t) cos ayt

Ma,
1 . |
Cl(t) = - ma, { F (T)sm w, rdr + A
ot ( (7)

C,(t)= ) { F(r)cos w,rdr + A,

A, A, stale dowolne.

Podstawiajac (7) do (3):

t
X(t) = A cosayt + A sinayt + IF(T)sina)O(t —7)dr
0

mey,

Z@)A=A =0 xmzijFUﬁm%&—ﬂm-

Analogicznie dla stabego tlumienia:

W)= [F@e " sinw, (t-r)dr-
maw; ; f
2
wfz:wg_y
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Niech F =F,sinawt oraz stabe tlumienie (y < 260‘0)

X+y>‘<+a)§x:5sinwt

m
t Lt
x(t) = mio j51nwre 47 sinew; (t —7)dr
fo
N2
2
x(t) = P © |y coset +

Meo; (of -t | + 2

- (a)f - (%}2 - w} sin a)ft} +

F 1 _ : _
+ - (wg - wz)z e [(a)O2 a)z)sm wt — Yy wcos a)t]
- {%m):o

x(t)=-ae sm(a)ft (ﬂ)+ asm(a)t = ¢)

. ) . X(0) =0
F.c 1 Y Gy
, = 0 ;1 = 5
" ma, Jet -2 + per AT (7
a =t : ,  tgg=
Mg - ) +pe? i

| — thumione drgania swobodne (stan nieustalony)

|l - ustalone drgania wymuszone
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Znalezlismy amplitudg:

1/2

F 1

A= 2 2 \? 2.2
m (a)o—a))+ya)

Definiujemy funkcie odpowiedzi:

_ y'w’ .
R(w)=(a)2—w2)2+y2w2 0<R(w)sl
0

Amplituda wychylenia:
F 1/2
A=—[R(w (zFo_QR l/zj
5 w[ (w) ” [R(w)
Amplituda predkosci:
WA= %[R(w) v

Amplituda przyspieszenia:

wa=TERE" (=T ORw])
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Stabe ttumienie, rezonans

A
A (a)

[
!
I
I
Fols !
: -
wA |
. A l
Fo/b A
| (b)
| .
I
i
I
]
Il —1 )
wlAd ]
‘ I ©)
QFoi'm

Fo/m

daa) A = mFTOa;

(v, — czgstoSC rezonansowa

Predkosé: @, =, (CUAN«/RQCUD

1
Wychylenie: @, < w, A~— /R(w)| duze wthumi
w

Przyspieszenie: &, > (A~ a;«/Ricoi) duze wpodnosi
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Faza:

a) opOznienie wychylenia o 7V, w stosunku do sit
p ycny 7 y

wymuszajacej, (b) w ruchu harmonicznym wychylenie jest

opdznione 0O % w stosunku do predkosci= w rezonansie

predkos¢ jest w fazie z sita wymuszajaca.

Niech w<<Q,:
|:o _
may K

Pz f (m, y), przewaga sprezystosci - mate przyspieszenia

il WY = %cosa)t

¢:() A=

wymagaja malej czesci sity wymuszajacej, ,,reszta’”
rOwnowazy sprezysta site zwrotng — sita wymuszajaca musi

by¢ w przyblizeniu w fazie z wychyleniem.
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Dla @ >>a:

F F
Y= -0
ma’ ma’

Przewaga bezwtadnosci - sita sprezysta mata w poréwnaniu z

@g=-m A= cos ek

sita nadajaca masie duze przyspieszenie, sita wymuszajaca
daje prawie calg site zwrotng — jest wigc prawie w
przeciwfazie w stosunku do wychylenia.

(v << &, - mate czg¢stosci - mate przyspieszenia, amplituda
. F,
wychylenia A= —
Kk
Cu >> (v, - duze czgstosci - mate wychylenia, amplituda
przyspieszenia w° A= —L

m

(Izolacja antywibracyjna — aby zabezpieczy¢ obiekt od drgan
o czestosci W wystepujacych na drugim koncu ,,sprezyny”,
powinniSmy dobrac ,,sprezyng” taka, aby w, << &.)
Jesli nie ma ttumienia ) =0 Iim A=o0

w -,

— ruch w rezonansie jest ograniczony tltumieniem.
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Wzmocnienie

Amplituda:

Ruch punktu zamocowania sprezyny z czgstoscia

rezonansowa 1 amplituda ?0 wywotuje drgania masy z ta

F
samg czestoscia o amplitudzie O—"—.
mya)
Wspotczynnik wzmocnienia:
k o W
n [] = "0 =0 = Q
my yay Yy

Przyspieszenie:
Przyspieszenie masy m dla czgstosci rezonansowe;

(G, Dwo)3

WA= of Fo _ay Ky
myay y m

ng:QFo/m

Na zamocowanie dziata sita QF,, a nie F!

Wzmocnienie /7 = Q dla @ = &, dla wychylenia i

przyspieszenia v, # v, = /7(a;r ) >Q

10
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Pochtanianie mocy:

Stan stacjonarny — sita wymuszajaca wyrownuje straty.

Ruch od W do W+AW od pracy przeciw sile oporu: — F AW.
Szybko$¢ rozpraszania energii: — F AW/At; w granicy

At — 0 = moc chwilowa pochtaniana w warunkach

stacjonarnych
P=—F ¥ =py

<P> =? - $rednia moc dla wielu cykli

W =3[ §] ) = 2= e

2 2

Fij/4b

2 2
<P> -5 (y /22) - linia lorentzowska
20| (g, —w J +(y/2)

11
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2

Max((P)) = ';—‘E) dla @ =,

Niech R(w,)=

yar =(af -
*) yu=w -

1
— dla a, <w
5 1 0
)2

Niech R(wl):%

(**) y“%:_( o_wzz)

dla @, >,

(>x<)+(>x<>x<) = y(a)1 +a)2):w22 —o) =

:(wz _wl)(wz +w1)

1
y =, ~ &, ;_w2_wl

Y - zakres czgstosci, dla ktorego <P> przewyzsza potowe

swojej warto$ci maksymalnej — SZEROKOSC
POLOWKOWA

— szerokos¢ poldwkowa krzywej rezonansowej jest rowna

statej zaniku energii uktadu drgajacego swobodnie.

—> pomiar krzywej rezonansowej daje stala zaniku energii.

12



2001-10-18 11:36 G:\WYKLAD IIIBC 2001\FIN2001\Drgwym2001.doc
,Drgania i fale” Il rok Fizyk BC

Amplituda absorpcyjina 1 elastyczna:

W =B, sinat + By cosat F=F, cosat
F ya

B, =" = Ay

q m(wg_wz)z_l_yzwz
F W, — W’

B]c =_9 0 E'A\el

M (e -0 ) +y*a?
A, — amplituda absorpcyjna
A, — amplituda elastyczna
A, sinat - daje srednig w czasie absorpcjg mocy

A, cosat - daje chwilowa absorpcje mocy, Sredniujaca sig
do zera

F(t) = F, cosat

LIJ(t) = A, sinat + A, cosat

W(t)=w A, cos at — wh, sin at

Chwilowa absorpcja mocy:

P(t) = F(t)¥(t) = F, cosat(ew A, cosat — A, sinat)

Srednia po okresie:

P= FoaAab<cos2 ai> ~ F,aA\, (cosat sin at)

13
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—jcos atdt = <0032 wt>:%; <cosaisina,t>20

1
2

= 5 oA, - Srednia szybko$¢ absorpcji energii~ A,

amplituda
——

_[_
l-s

by
=]

|
]
i
I
I
I
|
} .
Agl 1
05
' td
Agb \ ' |
O\
. ! \ ! -
i - woi W —->
' I E _ - Ael
:I R P :
: ¥
(00—7r wo+—2—1'
W

; >0 da w<w, s<0 da w>w,

Ap YW
yw<< ‘wj —a)z‘ = A, male

Daleko od rezonansu:

W(t) A, cosat

14
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Zespolone funkcie odpowiedzi:

P(t)=Ad“; ReA=B,; ImA=-B,

FO( W, —‘a)2 N yw ]

A=l »
2 2 2,2 2 2 2,2
m (wo W )+yw (wo W )+yw
2 2 :
F, wy—w —lyw
m (@} -’ )+ e
2 2 :
maw - +iyw

A=

A=

Podatnos¢ mechaniczna (compliance):

SN A_ 1
K(C())_FO mlaf - )+iyw
R(e)=

(k-ma? )+ibw

Impedancja mechaniczna:

~ F F 1
Zlw="=—"=——
(@) U, iwA iwK(w)
Z(w):(k—mc.u;)ﬂba)
»

15
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Obwod RLC:

Ve (t)+Va(t)+V, (t) =V, coswt
Ve(t)=CWi V() = RW: v, (1) = L(d W /dt) = LW

16
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Impedancja elektryczna:

G=T7 [2:%j

Z=R+{%¢——Lj
aC

Z =R +(wL -1/ewc)’

Silne tlumienie

y>2w,, Q<%

- ruch aperiodyczny — nie ma drgan
- sita wymuszajaca moze je wywotac
Wzmocnienie /] = Q w rezonansie <1 - OSLABIENIE!

SA/FO +
5 P

0 i 2 3 wiwg

Rezonans dla Q=5, 2, 1, .

17
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Bardzo silne ttumienie:

y>>a,, Q <<l
- liczacy si¢ ruch masy tylko dla matej czestosci sity

(@ <<c,)

y'o e, _ 1w

Rlw)= =1
« +{ye? @) 14770

. .y _y _Db

— dla bardzo silnego ttumienia byto: 7, =~ =—

o K
R(w)

A

-

0 \'a o-(ln '01~1 i 110 ltl)o.w'w

NIE MA REZONANSU!

Zmiana w okolicy wr, =1 czylidla «=Qw, <<1

_Fy
Bylo: (P)= BT R(w)

<P> rosnie od bardzo matej wartosci do mozliwego

maksimum gdy f przekracza 1/27,.

18
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Aby ,,grza¢” uktad stabo tlumiony:
G
21T

Aby ,,grza¢” uktad bardzo silnie thumiony:

f>L

r

r

Absorpcia mikrofal przez wode:

- polaryzacja elastyczna (elektronowa, atomowa),

- polaryzacja orientacyjna (H,O jest czasteczka polarna)

- 80r

kl
~60}
k'kl'
» 40_ _\o
KNS
20t J
’/
0 i 1 ! L —— ) ! »
10° 10° 107 108 109 10" 10"
- Czostotliwosc w cyklach na sekundg
- I L 1 - 1 i 1 1 -
3-10°  3-10% 3108 3102 310! 3 03

Dtugosc fali w centymetrach

Sita zwrotna — relaksacja termiczna
Ttumienie — oddziatywanie z sasiadami
| P = T, +T,;

T, = —CW - moment zwrotny, T, =—d W - opor katowy

S

c 08x107' Nm; | 03,5%10™* kgm’

19
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w, =(c/1)” O10° s™

y=d/I 010" s™

Dla drgan liniowych 7 = b/K.

Dla drgan torsyjnych 7 =d/c.

r=d/c 10 ps d 09x107>* Nms
v=1/2mr 010" Hz

Ustalanie sie drgan wymuszonych

Y+yW+aW=""cosut (*)
m

Stan stacjonarny:
W = A cos(at+¢,)

- rozwiazanie szczegolne.

Rozwiazanie ogolne rownania jednorodnego:
1
W, = A exp(—aytj cos(a)ft +¢, )

(przypadek drgan swobodnych)

Rozwiazanie ogolne (*): W, + W,

Dla t=0. W(0)= A cosg, +A cos@, =0

l-iJ(O) =—aAsin @, — A (%ycos% + @ sin @ j =0

20



Niech

=,
Y <<w;

A cos@. .+ A cos@; =0
Asing, + A, sing, =0
= A; UA,

= ¢, P -

W(t) O As[cos(ai +¢.)- exp(— % ytjcos(a)ft + ¢S)}

Ve d

v

|

ﬂ

H

Il

W

T
b

2/y

—

|-
-

il

1

U

U

!

UU\

L
A

L

[

Q=20; w=w; +5y
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Dla w=w, W(t)=A|l-exp —%yt cos(at + )

2/

T

Vi

22



