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„Drgania i fale” II rok Fizyki BC 

Fale stojące 

Dwie fale w zamocowanej w 0=z  strunie. 

W lewo:    ( )kztr +Ψ=Ψ ωsin0  

W prawo:    ( )kzti −Ψ=Ψ ωsin'0  

Z zasady superpozycji: 

( ) ( )kztkzt −Ψ′++Ψ=Ψ ωω sinsin 00  

Dla        0=z ( ) ( ) tz ωsin'0 00 Ψ+Ψ==Ψ  

Ale  ( ) 00 '00 Ψ−=Ψ⇒≡=zΨ    - zmiana fazy 

( ) ( )[ ]kztkzt −−+Ψ=Ψ ωω sinsin0  

( ) ( )



 +−=− βαβαβα

2
1cos

2
1sin2sinsin  

tkz ωcossin2 0Ψ=Ψ  

- nie ma  kxt ±ω ,  i t  rozdzielone - z nie jest to fala 

biegnąca. 

Jest to ruch harmoniczny prosty, którego amplituda, w 

zależności od położenia, zmienia się jak kzA sin2 0Ψ=  

- fala stojąca o długości kπλ 2= . 

Gdy πnkz =  ( - całkowite) ⇒ n 0=A  

λπ
λ
π nznz

2
12

=⇒=   ←węzły 

Odległość między kolejnymi węzłami - 
2
λ
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„Drgania i fale” II rok Fizyki BC 

Prędkość fali w strunie 
µ
T

=c  

µω
π

ω
πλ Tc 22

==  

λ  dowolna, jeśli ω  dowolne. 

 

Oba końce zamocowane: 

 

Niech: dla  Lx =  - węzeł  πnkL =⇒      

 λnL
2
1

=  

 

←== ...
3
2,

2
2,22 LLL

n
Lλ  ograniczenia na λ ! 

 

µπ
ων T

L
n

n 22
==  

µ
ν T

L2
1

1 =   - częstość podstawowa 

1νν nn =  

 

Warunki brzegowe powodują skwantowanie. 
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„Drgania i fale” II rok Fizyki BC 

Było: 

( ) (

)2()1(

1
212

2

22

2

ctzfctzf
tcz

++−=Ψ⇒
∂
Ψ∂

=
∂
Ψ∂ )

 

Dla fali biegnącej (1) lub (2), dla stojącej (1) i (2). 

Ogólnie:    ( ) tzf ωsin=Ψ  

( ) tzf
t

t
z
f

z
ωωω sin,sin 2

2

2

2

2

2

2

−=
∂
Ψ∂

∂
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=
∂
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c
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cz
f ωω

==
∂
∂ ,2

2

2

2

 

02
2

2

=+
∂
∂ fk
z
f

      równanie dla amplitudy 

⇒     ( ) kzBkzAzf cossin +=

( ) tkxBkxA ωsincossin +=Ψ  

BA,  - z warunków początkowych. 

Zamocowane oba końce:           ( ) ( ) 00 =Ψ=Ψ L  

n
L

nkLkLA
tkLALz

tkzA
BtBz

Lz

z

2
0sin0

0sinsin
sinsin

00sin0 0

=

==⇒≠
==Ψ⇒=

=Ψ
=⇒==Ψ⇒=

=

=

λ

π
ω

ω
ω
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„Drgania i fale” II rok Fizyki BC 

Dwa końce swobodne: 

Dla  i 0=z Lz =  

Ψ  - maksimum, 0=
∂
Ψ∂
z

 

 

( )

0sinsin

sinsin

00sin0

sinsincos

0

=−=
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z
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z

Lz
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⇓ 

0sin =kL    πnkL =  

n
L2

=λ  

( )Lcnc
n 2==

λ
ν  

Lc 21 =ν    i jego harmoniki 

tkzB ωsincos=Ψ  

 

( ),/,/ 22 LRLd ∝∝ ΟΠ νν  
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„Drgania i fale” II rok Fizyki BC 

Jeden koniec swobodny: 







=Ψ⇒=
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0)2(

00)1(
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( )
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( ) 212 π+= nkL  

12
4
+

=
n
Lλ  

( ) ( )111 5,3,
4

12 ννν
λ

ν
L
cnc

+==  

Ogólnie: 

( ) ( ) ( nnnn tzuAtz )ϕω +=Ψ cos,  

   u  - funkcje własne układu, 

harmoniczne w przestrzeni, o długościach λ

( )zn

n (liczbach 

falowych kn) określonych przez warunki brzegowe. 

 

Częstości własne: 

nn kc
π

ν
2

=  
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„Drgania i fale” II rok Fizyki BC 

 

 

Fale stojące w dwu wymiarach: 

 

Dwa boki zamocowane: 

 

( ) ( )

tkyAtkxA

bcncacnc
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Cztery boki zamocowane: 

Fala w dwu wymiarach  ( )[ ]ykxkt 210 sin +−= ωξξ  

[ ]yx kkk ,=  

22
yx kkk +=  

 

Cztery fale: ;,;,;,;, 21212121 kkkkkkkk −−−−  

interferują tak, aby: 
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( ) ( ) 


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„Drgania i fale” II rok Fizyki BC 
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Fale stojące w membranie kwadratowej: 

 

( ) ( ) ( yxuk
y
yxu

x
yxu ,,, 2

2

2

2

2

−=
∂

∂
+

∂
∂ )       ck ω=  

Niech ( ) ( ) ( )yYxXyxu =,  

XYk
dy
YdX

dx
XdY 2

2

2

2

2

−=+  

2
2

2
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2 11 k
dy
Yd

Ydx
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X
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   ( )f     stała (xf ) y

2
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2
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2

2 1,1
yx k
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Yd

Y
k

dx
Xd

X
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222 kkk yx =+  

a)   b) ( xkBX xcos= ) ( )xkBX xsin=  

Ze znikania na granicy: 

a) 
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2
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b) 
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Dla Y:    m
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2
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Kwantyzacja częstości, dwie „liczby kwantowe”  i n . m
Degeneracja – tej samej częstości odpowiadają różne 

rodzaje drgań np. n 12,21 ==== mnm  

 

 11



25-11-02                                                                                                                                                      G:\WYKLAD IIIBC 2001\FIN2001\Fale stojace2001.doc 

„Drgania i fale” II rok Fizyki BC 

Membrana kołowa: 

 „Liczby kwantowe”: całkowita liczba linii węzłowych n  i 

liczba prostych przechodzących przez środek m  

. ( )1+≥ mn

 

 

 12



25-11-02                                                                                                                                                      G:\WYKLAD IIIBC 2001\FIN2001\Fale stojace2001.doc 

„Drgania i fale” II rok Fizyki BC 

 

Funkcje falowe (we współrzędnych biegunowych ρ,ϕ): 

 

1.  - pełna symetria obrotowa 0=m
( ) ( ) ( tPtr nnn 000, cos, )ωρ=Ψ  

 

2.  - dwie liniowo niezależne funkcje falowe: 0≠m

( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

( )







=Ψ

=Ψ
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nm
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ωϕρ

ωϕρ

cossin

coscos
, 2

1

44 344 21
 

( ) ( ) ( )trutr nmnmnm ωcos, =Ψ  
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Fala stojąca w trzech wymiarach: 

 

- kombinacja ośmiu fal ( )321 ,, kkk ±±± , 0=ξ  na 

wszystkich ścianach 
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