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“Drgania i fale” Ill rok Fizyki BC

Fale wodne:

Model:
- dtugi kanat o prostokatnym przekroju i gtebokosci h,
- ruch fali wzdtuz z, niezalezny od X, wychylenia

wzdtuz Y,

® R —- 2
1

- woda niescisliwa (w fali 1 m wzrost p o ~ 0,05%),

- brak lepkosci.

Y, 2 - wspotrzedne czastki w rownowadze,

LIJy(y, Z,t), LIJZ(y, Z,t) - wychylenie czastki z potozenia
rownowagi.

Chcemy poznac¢ LIJy(t), LIJZ(t) dla wszystkich V, z.

Zatozenia:

= Warunki stacjonarne = LIJy,LIJZ - funkcje

harmoniczne o czestosci w.
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= Faza W, ¥, zalezy od 7, nie zalezy od Y.
= Przesunigcie fazowe W, wzgledem W, réwne

11/2 = W, ma maksymalna warto$¢ dla W, rownego

zero — najwieksze nachylenie powierzchni, najwieksza
zmiana potozen czastek.

= Amplitudy nie zalezg od z, mogaq zalezeC od V.
W, (y,z,t)= A (y)cos(at - ke)
W, (y,zt) = A (y)sin(wt - kz)

Dla dowolnych VY, z,t:

(W, /A f +(w,/A) =1

- réwnanie elipsy z osiami gtownymi wzdtuz LIJy,LIJZ.

(1)

Ich stosunek zalezy od A, A,.
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Dla matych wychylen predkos¢ w punkcie VY, Z jest:
c,(v.2t) O-w A, (y)sin(wt - kz)
c,(y,zt) O-wA (y)cos(wt - kz)

Warunki:

(2)
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(1) Brak scisliwosci — stata masa w zamknietej
objetosci.

Masa wody przez sciane w jednostce czasu m= p[E[¢
Przez Sciany boczne - nie ma przeptywu.

Przez dolng i gérna;: AXAZ(GCy/Gy)Ay.

Przez przednia i tylna: AxAy(dc, /0z)Az.
dac
y . 0C, _ 0 (3)
dy 0z
(2) brak lepkosci.

Woda w spoczynku, wzbudzona fala — przy braku

lepkosci nie ma wirdw.

Cyrkulacja réwna zero.
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Wzdiuz AB i CD: Az(dc, /dy)Ay
Wzdtuz BC i DA: —Ayldc, /0z)Az

2=0 4
0z oy )

Szukamy Ay (y); A, (y)

(2) - (3) i skracajac przez cusin(a;t - kZ)

— 2 —KkA,(y)=0 (5)

dﬁ—kAy(y)=0 (6)

d*A,
6) - _k2 =0

= A(y)=AeY+Be™ (7)

A', B’ - stale dowolne.

Warunki brzegowe na powierzchni i na dnie:

Powierzchnia (y = 0), fala sinusoidalna:

W, (0,2,t)=¥(z,t)= Acos(wt - kz)



OOOOOOOOOO

“Drgania i fale” Il rok Fizyki BC

(7) do (1) = A (0)= A +B A

Dno (y = —h) nie ma ruchu pionowego:

A (-h)=Ae™ +Be" =0

Stad: A = ekhA_e:_kh

z(7): Ay A[e :y_e ° (b+y)]

czyli A (y) = As'”sfi‘r[]‘;(:; y)

(100) - (5) A(y)= Alek(;:)_+ei:(w]
- ek

Stosunek osi elipsy (A\,(y)/AZ(y))
r(y) =tanh[k(h+y)]; r<1

(8)

(9)

(10a)

(10b)

(11a)

(11b)
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L | l B k(h+y)
0 ! 2 3

- dtuzsza oS pozioma - im gtebiej, tym elipsa bardziej
ptaska, az do prostej na dnie (zaniedbujemy tarcie o
dno).

- pozioma 0S$ tez ulega skrdéceniu, ale wolniej niz
pionowa.

W ktorg strone obiegana jest elipsa?

Niech k >0, ruch fali na prawo.

W, opéznia sie o 71/2 za W,
(A/(Y).A(y)>0, bo h+y=0).

Ruch czgstki zgodny z ruchem wskazéwek zegara dla
fali biegngcej w prawo.
Czastka na grzbiecie fali porusza sie tylko do przodu, w

dolinie — tylko do tytu.



13-12-00
wodnem.doc

Dla A =2nh, tzn. kh=

®000e
#9000¢

#000®
00080

oo® oo
oo°°°°°0.° o
5000000008, 4
0 00000000®O0O0
—e 000000000 ®S @

00000“..

L]
o .
000%0g o
00 054 0

o®**%%e,
°°°.oooo.°°° o
50080000800
000800008000

o
o
[cRel-N T 1 21T JefeRele]

G:\AA_Wyklad 2000\FIN\DOC\Fale

“Drgania i fale” Ill rok Fizyki BC

1:

o o°°°°°o°°
o 000 o

o 090 oo°°°o
° 00000000000 °
000000000000

° 000900
© o 0009000,
o 00000000,
© 00000000,
0 00000000.

00000

°°o°°°oo°°

o [~}
o Oo ©00000C0,

%o
©000000000 6 ¢

o
]
0000000000060
0 00000C0OC0000

o
00000000005 o
000000000000

00000

..'.°°°0°
. )

0 9%, 0009000, 000
:.ooocooooooo
o 800008000000

0880808000000

)
o0
o0
oo

#0900,
o ®°500000000,%0
00800000000,
008000000000
® 80000000000

00000
00000
0000p

o°°°°°°°°°o
00000000,

o 000000000, o
000000000000
000000000000

o
o

099700,
o LIS
o© ©0000C0g °

09°° %00,
© oo°°°°°°o° o
00000000006 5
000000000000 o
© 000000000000

0000
°°°ooooooo°° o
o o
ooO°°°°°°°°Ooo
0000000000000 0
0 0000000000000

0©°° %04

o 0,
: ©000%0%00,5
2600009900000,
0 0000000000000
000060000000009

00009
00000
00000
00000

©009%0
L]
0 © 25 000000¢

°
b4
o
[<]
[ ]

o
:o 0000000006 5o
000000000000 o
0000000000000

0:00 ©00000¢

oo ©000000¢

o
o
o
o 00000009

00000
00000

(1) kazda czastka porusza sie po elipsie zgodni z

ruchem wskazowek zegara, (2) Woda nie ulega

sciskaniu - obszar ogran

iczony czarnymi kropkami ma

statg objetosc¢ (tu powierzchnie).(3) W wodzie nie ma

cyrkulacji - odksztatcenie dowolnej ,,préobki” wody nigdy

nie daje rotacji czastek n

a obwodzie.
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Obraz przyblizony - prawdziwe fale nie sg sinusoidalne

Fala na gtebokiej wodzie:

Niech kh>>1 i \y\ << h (blisko powierzchni)

sinkh D%ekh; sinh[k(h+ y)| Ocosh[k(h+y)] = %ek(my)

_ W, (y,zt)= Ae¥ cos(wt - kz)
Y (y,zt)= AeY sin(wt - kz)

- orbity sq okregami, ich promien maleje wyktadniczo z

gtebokoscig
"T_
A
27
4
o
L
&W

Na gtebokosci wiekszej niz M ruch zanika.

9
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Fala na ptytkiej wodzie:

Zaktadamy kh <<1=sinhkh Okh; cosiik(h+y)] O1;
sinh[k(h+y)] Ok(h+Yy)

W, (y.zt)= A{“%} cos(wt —kz)
W, (y.zt)= A{%)Sin(wt ~k2)

Amplituda pozioma praktycznie nie zalezy od gtebokosci

i jest bardzo duza. - fala gtdwnie podtuzna.
Amplituda pionowa maleje prawie liniowo z gtebokoscig
(do zera na dnie).
Woda przelewa sie tam i z powrotem.
Ruch opisuje rownanie:
Y (z,t) = (w A/kh)sin(wt —kz) =
= (w/kh)W, (0,z,t) = (wkh)¥(z )

Dyspersija:

Szukamy zwigzku dyspersyjnego.

Zwykle z réwnania ruchu, odpowiednik - prawo
Bernouliego.

Stosuje sie do warunkdéw stacjonarnych, tzn. predkosc¢

ptynu w kazdym punkcie nie zalezy od czasu.

10
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Przejdzmy do uktadu odniesienia poruszajgcego sie z
falg, tzn. z predkoscia /K.

, ' wl
Nowa wspotrzedna Z = Z——
c,(v,2)=wA(y)sinkz
c,(y,Z)=wA,(y)coskz - w/k

Nie ma zaleznosSci od czasu.

M
e S R S PSS omesI I R SR SO

C-0-0-0-0-0-0-0-0—-0—0—0=0—0—0—0-000-0-0-000000000-0-0-0-0e0—0—-0—0—00

Catkowita energia na jednostke masy (z prawa
Bernouliego):

W:p+;c2 +V

Jo,
P - cis$nienie, C- predkos¢ ptynu, V - energia
potencjalna na jednostke masy.

Wzdtuz linii pradu energia stata.

1.Dla linii wzdtuz powierzchni dwie sktadowe cisnienia -

cisnienie atmosferyczne P, i ciSnienie od napiecia

1
powierzchniowego, zalezne od krzywizny ((OZLIJ/GZZ) )

11
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“Drgania i fale” Ill rok Fizyki BC

2
= p=p,-o¢ %Zz (15)

O - napiecie powierzchniowe (0.073N/m dla granicy
woda/powietrze przy 20°C), minus, bo dodatnie
(92L|J/(9Z2 oznacza wklesta powierzchnie, czyli
zmniejszenie cisnienia.

Dla fali sinusoidalnej w poruszajgcym sie ukfadzie

odniesienia:
2
W = Acoskz' % LZP = —k* Acoskz
Z
p = p, + ok’ Acoskz (16)

2.Energia kinetyczna:

c®=c2(0,2)+c2(0,Z) =

= w? A2(sin? kz' + coth? (kh) cos? (k2) )+ (w'k)? + (17)
— 20 ( Ak ) coth (kh) cos(kz')

3.Energia potencjalna:

V = gW = gAcos(kz) tylko od grawitacji ~ (18).

Dla matych amplitud (kA<<1):

2 2
w = Pa K Acos(kz')+1(wj '
p P 2\ Kk

2

- “li coth(kh) Acos(kz') + gAcos(kz)

12
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W # f(z) —> znikanie wspdtczynnikdéw przy coskz' =
ok® w°
———coth(kh)+g =0
o Kk

2
o W= [gk +01;)j tanh( kh)

- zwigzek dyspersyjny dla fal na wodzie.

w’® = f(h) poprzez tanh (kh)

A Ax

k(h+3y)
0 !

Dla gtebokiej wody:
kh >>1 = tanh(kh) (1

- nie ma h w zaleznosci dyspersyjnej.

tanhkh = kh—l(kh)g +3(kh)5 —... dlakh<n/2.
2 15

Dla ptytkiej wody:

kh<<1 = tanh(kh) Okh- ; (kn)’®

W zaleznosci dyspersyjnej dwa cztony:
- zalezny od g (opadanie wody) i zalezny od O

(,prostowanie” powierzchni).

13
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£
£
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b

szybkosc fali (m/s)

0 002 004 0.06 0,08
dtugosc fali (m)

Fale kapilarne (,zmarszczki na wodzie”):

ROwnos¢ wktadow do zaleznosci dyspersyjnej

(k2 = ,og/a) daje dtugoéé fali:

12
Ay = ZN(JJ (dla wody w 20°C A, =17 mm).
28

Dla fal duzo krotszych (powierzchnia mocniej
pozakrzywiana) decydujqce napiecie powierzchniowe.
Zaniedbujac czton grawitacyjny i zaktadajac kh >>1
(nie spetnione dla bardzo ptytkich naczyn)

ok
a)=(—j — k¥? nadliniowe - dyspersja anomalna.
P

A}

i xm=0V

pensja g%— (1/5)
b o

5
A

ano- .
pa!na dyspersja normaina

dy

1 1 1 1 1 1

1 2 3 4 &5 6 7
dtugosc fali (cm)

14
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Predkosc fazowa fal kapilarnych:

W ok ' _ oo\
cf—ED; cf—ﬁ

- najkrotsze fale poruszajq sie najszybciej.
(Fala o dtugosci A =1mm w wodzie (20°C) ma
predkosé¢ 0.68m/s).

Predkosc grupowa: C, =

I - :_Cf
dk 2\ p 2

- w obrebie paczki widzimy ,,zmarszczki” poruszajgce

1/2
dw Dg(akj c, 3

sie do tytu.

Wodne fale grawitacyjne:

Dla A >>17 mm = mozna zaniedba¢ wptyw napiecia

powierzchniowego.
kh >>1 - gteboka woda:

)’

- w0O(gk

- dyspersja normalna

A
(dla h> 1 doktadnos$¢ 10%).

12 12
c. U 91 = % -9 (doktadnos¢ 0 5%)
Pk )
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Wzburzenie morza:

Fale o wysokosci 10m i okresie 11S powstaja, jesli

wiatr o predkosci 45 wezidw wieje przez 20 godzin na
odcinku 250km.
(1 wezet = 1 mila morska/h)

Jesli fale wywotane daleko - pierwsze dotrg do brzegu

najdtuzsze. CzestosC¢ (np. grzbiety fal):

p="1 2= 9 =0
A 21 21V
L L
t—t, =~ =A=— —
°Tur T T -t
g _ L _ 9
= =——(t—t
2m?  v(t-t,) g 27TL( 2

- nachylenie daje L.

' 1 1 1 i 1 I L i i i i 1 L I 1
16 17 18 19 22 23 24 25 26 2v 28 29 30 1 2 3
JUNE 1959 JULY

16
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kh <<1 - plytka woda:

o Dghkz(l—% hzkzj

h2k2 mate = ¢ Ock — dk® c=(gh)*’

d =(1/6)ch® (d >0 - dyspersja normalna)
Jesli zaniedbac dyspersje:

w’ Oghk® - dla h<A/11 doktadno$é¢ 10%

C; =C, =C= (gh)]/2 - dokfadno$¢ 5%.

Byto dla plytkiej wody: W_(zt) D(%)W(z,t)

Y (z,t) - predkosé¢ podtuzna oraz W(z,t) - rozktad
wychylen na powierzchni sg w fazie.

c V2
Bez dyspersji: W, = (ij D(%) Y

prawdziwe dla wszystkich czestosci.

Tsunami (trzesienia Ziemi, wulkany, meteoryty itp.):
Okres 10 min — 2h (zwykte fale 5—-205)

A - nawet do 500km (zwykte fale na oceanie 0 100m)

17
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Mozna rozpatrywac jako fale na ptytkiej wodzie nawet

na otwartym oceanie = bardzo mata dyspersja

— predkoé¢ ¢ =./gh (dla h=6100m - ¢ 0900kmy/h).
Mate straty energii (O1/A).

Przy brzegu - predkosc¢ opada, energia prawie stata =

roénie amplituda (jak h™%).

Deap water Shallow water, wavelength decraases,
Canstant Wavelength wave height increases

Wysokos$¢ 0 30m (Alaska 1958 - 60m)

tamanie sie fal (uproszczenie):

1\ “/M\'l'v

VR A A,

12
W = (9) W
h

= gora fali porusza sie szybciej niz dét (prawdziwe nie

tylko przy brzegu, brzeg wzmacnia efekt).

18
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