Mechanika kwantowa, FTiMS PG, semestr06

Zestaw I
1. Dany jest operator 7' = L + z. Prosze obliczy¢ 7?2 oraz T°.
2. Prosze pokazaé, ze dla funkcji macierzowej (M) = e, zachodzi relacja
(e]\/I>T = oM7)
3. Prosze rozwing¢ funkcje operatorowq
edetE.
4. Dana jest funkcja macierzowa (operatorowa) 7'(5;) = ¢'®%i, gdzie « jest pewnym parametrem. Prosze
wyznaczy¢ 7, gdy macierze (operatory) 6; sa postaci
o 0 1 . (0 —i . (1 o0
o= \10) 27Li o) =Lo -1 )
5. Réwnaniem charakterystycznym dla danej macierzy M nazywamy réwnanie postaci
M11 - A M12 cee Mln
Mai M —XA ... Moy,
det(M — A1) = . ) . = Cp A" + Cr 1t A" L+ O1 A+ Co.
Mnl Mng Mn»,; - A
Prosze wykazaé, ze wspoétczynniki C,, i C,—1 sa odpowiednio réwne C,, = (-1)" i Ch_1 =
(=)~ 'Tr(M).
6. Obroty o kat ¢, w kierunku przeciwnym do kierunku ruchu wskazéwek zegara, wokét osi z, y i z, w
przestrzeni R? realizowane sa poprzez operatory (macierze) postaci, odpowiednio
1 0 0 cos ¢ 0 singp cosp —singp 0
Ry (o) = 0 cosp —sing |, Ry(p) = 0 1 0 , Ri(p) = sinp cosep 0 |.
0 sing cos ¢ —sing 0 cosy 0 0 1
Prosze
(a) wyznaczy¢ [R;(«), R:(8)] dla dowolnego i € {z,y, z} i dowolnych wartosci «, 5 € [0, 27|. Zinterpre-
towac otrzymany wynik,
(b) pokazaé¢, ze det(R;) = 1, dla kazdego i € {z,y, z}
(c) wykazaé, ze (Ri(¢) ' = (Ri(¢)>T = Ri(~¢), dlai € {z,y, 2}
7. Wyznacz generatory .J1, .J» i .J3 obrotéw w przestrzeni R?. Wykorzystaj réwnanie definiujace generatory
Ri(p)v = e~ neliy = evli v,
gdzie i € {z,y, 2}, p € [0, 27, natomiast v jest dowolnym wektorem nalezacym do przestrzeni R?.
Prosze pokazac, ze wyznaczone generatory spetniajg zwiazek komutacyjny
[Li, Lj] = e€ijrele-
8. Niech dany jest operator p = —ih%. Prosze pokazaé, ze p/h jest generatorem grupy translacji, tzn. ze

zachodzi
0P/ f(z) = f(x + ),

dla kazdej funkgcji f(z) rozwijalnej w szereg Taylora.



9. Niech dana jest macierz 2 x 2

10.

11.

12.

13.
14.

15.

Rey — (C.OSG —s1nt9)

sin 0 cos

reprezentujaca w plaszczyznie xy obrét o kat 6.
Prosze wyznaczy¢

(a) wartosci wlasne macierzy R,,. Jak interpretowac¢ fakt, ze tylko dla pewnych warto$ci parametru
6 (jakich?) wartosci wlasne sg rzeczywiste? Jak interpretowac sytuacje, gdy wartosci wlasne sa
rzeczywiste?

(b) wektory wtasne macierzy R,

(¢) transformacje podbiefistwa SR,,S~! diagonalizujacq macierz R,,. Wyznaczy¢ postaé takiej
macierzy.
Podpowiedz: kolumnami macierzy S—' sg wektory wlasne macierzy R,,.

Prosze udowodni¢ nastepujace wtasnosci komutatoréw
(@) [A,B]=—[B,A]

(b) [AB,C1 = A[B,C]+[A,C|B

(@) (A~ A =0

(d) 4,41 =0

(e) [@A+8B,Cl =04, C)+8[B,C], a,B€Z

(f) niech A i B sa operatorami hermitowskimi. Wykaz, ze komutator [4, 5] jest antyhermitowski.

—ihd —jpd

Dane sg operatory polozenia x = (Z, §, £) oraz pedu p = (pz, Py, p-) = (—ih+= d i =)

dz>

(a) wykaz, ze zachodzi relacja [%, p,| = ih,

(b) wykaz, ze zachodzi relacja [2;, p;| = ihd;j, gdzie indeksy i, j € {z,y, z}

(c) wykaz, ze zachodzi relacja [2", p,| = ihnz" !

(d) niech f(x) jest dowolng funkcja rozwijalng w szereg potegowy. Wykaz, ze zachodzi zwigzek
[f(2), 2] = i gL f ().

Niech dane sa operatory A oraz B okre$lone na pewnej przestrzeni Hilberta. Prosze wyznaczy¢

(@
(b)

(ADT,
(
(c) A+B)t
(
(

AB)t

(d)
(e)

dA+bB), abec,

At Ayt
Wykaz, ze wartosci wlasne operatora hermitowskiego sa rzeczywiste.

Wykaz, ze wektory wlasne operatora hermitowskiego, odpowiadajace ré6znym wartosciom witasnym sg
ortogonalne.

Operatory 2 i p, = —ih% sg operatorami potozenia i pedu (w jednym wymiarze). Wykaz, ze

(a) z1ip, sa operatorami hermitowskimi

(b) dla czastki poruszajacej sie w jednym wymiarze operator Ip, nie jest hermitowski. Z czego to
wynika?



16.

17.

18.

19.

Liboff, §4.5

Niech w przestrzeni C? okreslony jest operator
. 11—
r = ( 1+i 0 ) :
(a) Sprawdz, ze T jest hermitowski
(b) Wyznacz wartosci wlasne operatora 7' (rzeczywiste, czy zespolone?),
(¢) Wyznacz i znormalizuj wektory wlasne operatora 7T'. Czy wektory te sa do siebie ortogonalne?
(d) Skonstruuj macierz S diagonalizujaca 7" i przedstaw diagonalna posta¢ operatora 7'
(e) Pokaz, ze diagonalizacja nie zmienia $ladu i wyznacznika operatora 7'.

Czy istnieja skoficzenie wymiarowe macierze A i B speiajace zwiazek komutacyjny [A, B] = ih?

Brojan, Mostowski, Wodkiewicz, Zbi ‘r zadari..., 47
Udowodnij nastepujace relacje operatorowe
(@) eABed =B+ LA, B+ H[A A B] + 5 [A [414,B]] +...

(b) formute Bakera—Hausdorffa: eA+5 = ¢AcBe 2481 prawdziwa, gdy spetnione sa warunki [A, [4, B]) =
0=[B,[B,A].

Dane jest zagadnienie na warto$ci wlasne operatora A
A‘Pn = an®n,

gdzie {p,} i {a,} stanowia odpowiednio zbiér funkcji whasnych i wartoéci wtasnych operatora A.
Wykaz, ze z powyzszego réwnania wynika rownanie

f(A)SDn = flan)pn,

o0

przy czym funkcja f(x) jest rozwijalna w nieskoniczony szereg f(x) = 3. bya" (rozwiniecie jest analog-
k=0

iczne, gdy argumentem funkcji f jest operator).

Liboff, 3.16



(4) Na przyklad, funkcja '3 jest réwna

e'“?3 = Tlcosa-+io3 sina.

(12a) A; (12b) BFAT; (12¢) AT + Bf; (12d) a* At + b* Bf; (12e) ATA.
(9a) wartosci wlasne: e, ¢—i

(9b) wektory wilasne:

(L) (1), e

(9¢) macierze S, S~! maja posta¢

1 .
s = 7<1 2.), 5—1:<1. 1.).
2 1 —i —i 1

Transformacja podobienstwa daje diagonalng posta¢ macierzy obrotu

_ et? 0
SReyS™! = < 0 e >

(16) Zdiagonalizowana postac operatora T

(3 2)

(€3]



