Mechanika kwantowa, FTiMS PG, semestr05

Zestaw 3

1. Stosujac metode separacji zmiennych, rozwiaz rownanie Schrodingera dla czastki swobodnej. Co mozna
powiedzie¢ o energii takiej czastki (czy widmo energii jest ciagte, czy dyskretne)?

(a) Wyznacz gesto$¢ prawdopodobieristwa p = |¢(z,t)|? dla czastki swobodnej. Czy p jest funkcjg
czasu?

(b) Wyznacz gesto$¢ pradu prawdopodobienstwa j,(z,t)
(c) Pokaz, ze T p(z,t)dx — oo. Czy uzyskane rozwiazanie ¢ (x, t) moze zatem reprezentowac fizyczny
stan czalstﬁ;> Dlaczego?
2. Prosze pokazad, ze funkcja

P(z,t) = Aelke—wt) w = hk?/2m, A = const.

jest rozwigzaniem jednowymiarowego réwnania Schrodingera (V(z) = 0)

: B
Zha’lﬁ(w,t) = ___¢($7t)7

a nastepnie pokazac, ze ogdlne rozwiazanie powyzszego rownania zapisa¢ mozna w postaci pakietu
falowego, tj. jako superpozycje fal ptaskich

ot = [ deage) e,

gdzie A(k) jest tzw. profilem paczki falowe;.

3. Prosze pokaza¢, ze rownanie Schrodingera zachowuje warunek unormowania funkcji falowej, tzn. ze
dla funkcji falowej spetniajacej rownanie Schrédingera

3 2 92
Mo(ot) = =2 (e t) + V({0
wyrazenie [d« |4(z,t)2 jest stale w czasie.
4. Prosze pokazad, ze profil A(k) paczki falowej
Y(z,t) = / dk A(k) etkz=wt), )

—0Q

przedstawi¢ mozna jako transformate Fouriera paczki falowej 1 (z,t) w chwili ¢ = 0, tzn.

o o]

Ak) = %/dze_ikmqp(z,o).

—0Q

5. Stosujac metode separacji zmiennych, ogdélna posta¢ rozwigzania (x, t) rownania Schrodingera mozna
zapisa¢ w postaci

Y(z,t) = o(x)T(t) = o(z)e E/P,

gdzie F jest stala separacjii jest interpretowana jako energia uktadu fizycznego. Pokaz, ze dla rozwigzan
normowalnych do jednosci (a wiec majacych interpretacje fizyczna), konieczne jest by E € R.
Wskazdéwka: Wystarczy zapisa¢ E w postaci E = Eq + i3, gdzie 8 € R, a nastepnie pokaza¢, ze dla spemienia
warunku [ dz |¢(z,t)|* = 1 konieczne jest by 8 = 0.
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Dana jest czastka o masie m poruszajaca sie w polu sily o potencjale opisanym wzorem

0, z¢€]0,a],
oo, z ¢[0,a]

Viz) = {

(a) Pokaz, ze w obszarze w ktérym V' (z) — oo funkcja falowa jest réwna zero, tzn. p(z) =0

(b) Wyznacz dozwolone energie E,, oraz funkcje falowe 1, (z,t) = ¢, (z)T,(t) omawianej czastki

(c) Unormuj funkcje ¢, (z,t)

(d) Pokaz, ze rozwiazania ¢, (z) sa naprzemiennie parzyste i nieparzyste wzgledem srodka studni po-
tencjatu V (z)

(e) Pokaz, ze rozwigzania sa wzajemnie ortogonalne, tzn. (¢,,%,) = 0 dla m # n. Co mozna
powiedzie¢ o widmie energii (zdegenerowane/niezdegenerowane)?

. Rozwiaz rownanie Schrodingera dla czastki w nieskoniczonej studni potencjatu, przyjmujac, ze £ = 0.

Pokaz, ze nie ma akceptowalnych fizycznie rozwigzan takiego zagadnienia, poniewaz funkcja falowa
bedaca rozwigzaniem réwnania, nie spetnia postawionych warunkéw brzegowych (jakich?).

. Rozpatrz czastke o masie m, poruszajacq sie w polu sity o potencjale opisanym wzorem

_ 05 € [7 /27 /2]:
V@) = { 00, o ¢l-a/3a/2.
Wyznacz poziomy energetyczne E, oraz unormowane funkcje falowe ¢, (x) czastki. Czy dozwolone
poziomy energetyczne uzyskane w tym przypadku réznia sie od dozwolonych pozioméw energetycznych
uzyskanych w zadaniu (6b)? Z czego to wynika?

. Wyznacz poziomy energetyczne czastki o masie m poruszajacej sie w polu sily o potencjale

0, z< —a/2,
V(z) = Vo, |z| <a/2,
0, z>a/2.

Od czego i w jaki sposdb zalezy liczba pozioméw energetycznych czastki w takiej studni potencjatu?

Wyznacz wspétczynniki przejscia T' oraz odbicia R czastki od prostokatnego progu potencjatu

0, =<0,
V(=) = { Vo, ©>0.
Rozpatrz dwa przypadki
(a) E>W,
(b) E <W.
Wyznacz wspdtczynniki przejscia 7" i odbicia R czastki od prostokatnej bariery potencjatu
0, <0,
Viz) = { Vo, z€]0,a],
0, >a.

Pokaz, ze minimalna warto$¢ wspotczynnika przejscia jest rGwna Ty, = (1 + ﬁ%)_l. Dla jakich
wartosci a warto$¢ T jest maksymalna?
W zadaniu rozpatrz tylko sytuacje gdy E > Vj.

Wykaz, ze wspdtczynniki odbicia dla dwdéch prostych potencjatéw schodkowych Vi iV,

— 07 T < 0; _ VO, r < 0,
Vl(‘”)_{ Vo, >0, ° ‘/2(5”)_{ 0, >0,
sgq rowne.
Przyjmij, ze czastka zostata wyemitowana przez zrédto znajdujace sie w x — —o0, a jej energia E speknia
nieréwnos¢ E > V.



