
Mechanika kwantowa, FTiMS PG, semestr05

Zestaw 5

1. Stosując metodę algebraiczną (faktoryzacji) wyznacz dozwolone funkcje falowe i dozwolone poziomy
energetyczne jednowymiarowego, prostego kwantowo–mechanicznego oscylatora harmonicznego.

2. Wyznacz dozwolone funkcje falowe i odpowiadające im poziomy energetyczne kwantowo–
mechanicznego oscylatora harmonicznego korzystając z metody Frobeniusa (rozwinięcia w szereg potę-
gowy).

3. Podaj treść twierdzenia wirialnego i sprawdź bezpośrednim rachunkiem, że twierdzenie to jest słuszne
dla oscylatora harmonicznego w stanie podstawowym.

4. Korzystając z twierdzenia wirialnego można pokazać, że średnie energie kinetyczna i potencjalna os-
cylatora harmonicznego w dowolnym stanie własnym spełniają równanie
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oznacza średnie wyznaczone w stanie � –tym.
Korzystając z tego faktu wykaż, że
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Pokaż też, że współrzędne i pędy oscylatora harmonicznego w dowolnym stanie własnym spełniają za-
sadę Heisenberga.

5. Stosując metodę Frobeniusa (rozwinięcia w szereg potęgowy) wyznacz rozwiązania następujących rów-
nań różniczkowych

(a) równanie oscylatora harmonicznego ,.-,/ -10#243#5�6 *87 0#243#589;:=<
(b) > 3 , -,./ -10?6 � ,,/ 0A@B0C9�:=< w okolicu punktu $ �ED .

patrz np. rozdział 2.5, w A. LENDA, Wybrane rozdziały Matematycznych Metod Fizyki, Wyd. AGH 2004, dostępna
też pod adresem F�GHGJILKNM#M=OAOPORQ STGVUJQ WYXZF�Q [�\Z]�Q^I`_ M#ab_ [1cd\`W#M`eBefShgjiZQ^F�GJeb_

6. Zadania 59–62 w [1].

7. Niech k�l �mon i p%l �mrq�n są rozwijalnymi w szereg funkcjami odpowiednio operatorów anihilacji i kreacji.
Wykaż, że w takim przypadku zachodzą relacje
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8. Zadania 66–69, 71 w [1].

9. Wykaż, że unormowane funkcje falowe oscylatora harmonicznego można przedstawić w postaci
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gdzie � : l $�n jest funkcją falową stanu podstawowego.
Wskazówka: Należy wyznaczyć � ��� � ��� � � �R��� l �moq�n � � �?� l �m8q�n � � � ����� � ��� l �mon � l �moq�n � � � � � wykorzystując
udowodnione wcześniej relacje spełniane przez operatory kreacji i anihilacji. Stan �� � � � ����� �� � � � � jest
stanem unormowanym do jedności.

10. Operatory kreacji i anihilacji zdefiniowane są następująco

tu�w 9 �� � )+* '( � )f* t3f@B� t� � < tu 9 �� � )f* '( � )+* t3A6�� t� � }
Skonstruuj ogólne zagadnienie na wartości własne dla powyższych operatorów i udowodnij, że

(a) operator kreacji
�mrq nie posiada normowalnych stanów własnych
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(b) operator anihilacji
�m posiada normowalne stany własne. Znajdź jawną postać takich stanów.

11. Udowodnij następujące własności i równania spełniane przez operator przesunięcia
�� l�� n ���Y�o� � � �m q+ ��¡ �m ! , gdzie ��¢¤£

(a) operator
�� l�� n jest operatorem unitarnym

(b)
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(c) s^tu < t¥ 2V¦�5Vx#9�¦ t¥ 2�¦�5
(d) s^tu w < t¥ 2�¦�5Txj9�¦�¶ t¥ 2�¦�5
(e)
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(f)
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(g)
t¥ 2V¦�5 tu w t¥ w 2�¦�5?9 tu w @·¦�¶ oraz

t¥ 2�¦�5 tu t¥ w 2V¦�5?9 tu @¸¦�¶ } Własności te należy dowieść korzystając z faktu uni-
tarności operatora

�� l�� n oraz odpowiednio równań (11f) i (11e)

12. Stan koherentny
� � �b� �� l�� n � DZ� , �¹¢º£ powstający przez działanie operatora przesunięcia

�� l�� n na stan
podstawowy

� DZ�
oscylatora harmonicznego jest stanem własnym operatora anihilacji

�m .
(a) Udowodnij, że stany

� � � są stanami własnymi operatora
�m . Wyznacz wartości własne odpowiadające

takim stanom.
(b) Operator

�» �¼�moq �m jest tzw. operatorem liczby cząstek (liczby wzbudzeń). Wykaż, że średnie takiego
operatora w stanie koherentnym

� � � spełniają relacje
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Wskazówka: W rachunku należy wykorzystać m. in. fakt ortogonalności stanu podstawowego i kolejnych
stanów wzbudzonych oscylatora harmonicznego.

13. Przyjmuje się, że kwantowe stany koherentne są najbliższe stanom klasycznym (nie–kwantowym) w
tym sensie, że minimalizują zasadę nieoznaczoności Heisenberga. Wykaż, że istotnie położenia i pędy
oscylatora w stanie koherentnym spełniają relację

À 7Á 2 t3#5 À 7Á 2 t� 5Z9
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gdzie Â �¦ l.Ã n jest wariancją wyznaczoną w stanie koherentnym.

14. Zadanie 77 w [1].
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