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Zestaw 5

10.

. Stosujac metode algebraiczng (faktoryzacji) wyznacz dozwolone funkcje falowe i dozwolone poziomy

energetyczne jednowymiarowego, prostego kwantowo-mechanicznego oscylatora harmonicznego.

Wyznacz dozwolone funkcje falowe i odpowiadajace im poziomy energetyczne kwantowo-—
mechanicznego oscylatora harmonicznego korzystajac z metody Frobeniusa (rozwiniecia w szereg pote-

gowy).

Podaj tres$¢ twierdzenia wirialnego i sprawdz bezposrednim rachunkiem, ze twierdzenie to jest stuszne
dla oscylatora harmonicznego w stanie podstawowym.

Korzystajac z twierdzenia wirialnego mozna pokaza¢, ze $rednie energie kinetyczna i potencjalna os-
cylatora harmonicznego w dowolnym stanie wlasnym spehiaja réwnanie (T'),, = (V'),,, gdzie indeks n
oznacza $rednie wyznaczone w stanie n—tym.

Korzystajac z tego faktu wykaz, ze (%) = hwm(n + ) oraz (3%, = 2 (n+ 1).

Pokaz tez, ze wspétrzedne i pedy oscylatora harmonicznego w dowolnym stanie wlasnym spelniajq za-
sade Heisenberga.

. Stosujac metode Frobeniusa (rozwiniecia w szereg potegowy) wyznacz rozwigzania nastepujacych row-
nan rézniczkowych

(a) rownanie oscylatora harmonicznego dijgy(sc) + w2y(z) = 0,

(b) 4oLy +24y —y=0, wokolicu punktu z = 0.

patrz np. rozdziat 2.5, w A. LENDA, Wybrane rozdziaty Matematycznych Metod Fizyki, Wyd. AGH 2004, dostepna
tez pod adresem http://www.ftj.agh.edu.pl/~lenda/mmf23.html

. Zadania 59-62 w [1].

. Niech f(a) i g(a') sa rozwijalnymi w szereg funkcjami odpowiednio operatoréw anihilacji i kreacj.
Wykaz, ze w takim przypadku zachodza relacje
at a
a,gah =145 et pay = -0

. Zadania 66-69, 71 w [1].
Wykaz, ze unormowane funkcje falowe oscylatora harmonicznego mozna przedstawi¢ w postaci

pn0) = @)@ > = o (@)"0)
gdzie ¢o(z) jest funkcja falowq stanu podstawowego.
Wskazéwka: Nalezy wyznaczy¢ N = (¢nlon) = ((@5)"0n|(@h)0n) = (@n|(@)™ (@7)?|¢n) wykorzystujac
udowodnione wczesniej relacje spelniane przez operatory kreacji i anihilacji. Stan \/Lﬁhpn) = ﬁ |n) jest
stanem unormowanym do jednosci.

Operatory kreacji i anihilacji zdefiniowane sa nastepujaco
b1 L o1 L
a' = T (mwa: zp), a = —m (mwx + zp).

Skonstruuj ogoélne zagadnienie na wartosci wtasne dla powyzszych operatoréw i udowodnij, ze

(a) operator kreacji 4! nie posiada normowalnych stanéw wtasnych



(b) operator anihilacji @ posiada normowalne stany wlasne. ZnajdZ jawna posta¢ takich stanéw.

11. Udowodnij nastepujace wlasnosci i réwnania spelniane przez operator przesuniecia D(z) = exp (zc“ff —

z*&), gdzie z € C

(a) operator D(z) jest operatorem unitarnym

(D) D(z) = exp (£(po& —20p)),  z0 = /2 Re(2), po= V2mwh Im(z)

(©) [a,D(2)] = 2D(z)

(d) (@, D(2)] = 2" D(2)

(e) Di(z)ab(z) =a+2

() Di(z)atD(z) =at + 2~

(g) D(2)atDi(z) = at — 2 oraz D(x)aDt(z) = a — z*. Wlasnosci te nalezy dowies¢ korzystajac z faktu uni-

tarnosci operatora D(z) oraz odpowiednio réwnan (11f) i (11e)

12. Stan koherentny |z) = D(z)|0), z € € powstajacy przez dziatanie operatora przesuniecia D(z) na stan
podstawowy |0) oscylatora harmonicznego jest stanem wlasnym operatora anihilacji a.

(a) Udowodnij, ze stany |z) sa stanami wlasnymi operatora 4. Wyznacz warto$ci wiasne odpowiadajace
takim stanom.

(b) Operator N = a'a jest tzw. operatorem liczby czastek (liczby wzbudzeri). Wykaz, ze $rednie takiego
operatora w stanie koherentnym |z) spelniajq relacje

(z|N|2)

(2|N?|z)

|22 =: (n),

212 (121> + 1) = (n)* + (n).

Wskazowka: W rachunku nalezy wykorzysta¢ m. in. fakt ortogonalnosci stanu podstawowego i kolejnych
standw wzbudzonych oscylatora harmonicznego.

13. Przyjmuje sie, ze kwantowe stany koherentne sa najbhzsze stanom klasycznym (me—kwantowym) w
tym sensie, ze minimalizujg zasade nieoznaczonosci Heisenberga. Wykaz, ze istotnie polozenia i pedy
oscylatora w stanie koherentnym speiniaja relacje

gdzie o2(-) jest wariancjg wyznaczong w stanie koherentnym.

14. Zadanie 77 w [1].
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