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PRZEDMOWA

Niniejszy zbhior zadan stawia sobie za cel ilustracje tresci teoretycznej
wyktadu pt. Réwnania roéniczkowe fizpki matematvezne),

Wszvstkie zadania podzielono na trry paragrafy. W paragrafie pierw-
szyin umieszczono zadania wprowadzajgce, rwigzane ze sprowadzaniem
rownania do postaci kanonicznej. W paragrafie drugim umieszezono rada-
nia, w ktorych nalcry znaleié ogdlne rozwigzanie rownania, rozwiazac
zagadnicnie Cauchy'ego lub zagadnienic Goursata, a takze zagadnienic
mieszane metoda charakterystyk, Trzeci paragraf jest podstawowy. Zebrano
tu zadania, w ktorvch nalesy rozwiazaé metoda rozdziclenia amiennych
bad# ragadnienic micszane (dla rdwnan hiperbolicznych 1 parabolicznych),
bad# cagadnienie brzegowe (dla rownah eliptyczoych).

Do wszystkich zadan podano odpowiedzi. Wigkszosé zadud jest zaopa-
trzona wskazdwkami, co daje mozliwosd poslugiwania sig zblorem samo-
dziclnie.
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§1. SPROWADZANIE DO POSTACI KANONICZNEJ ROWNAN ROZNICZKO-
WYCH CZASTKOWYCH W PRZYPADKU DWOCH ZMIENNYCH NIEZA-

LEZNYCH
Mdwimy, Ze rdwnanie
&*u i*u 8*u fu  du
(1 o V)5 +2b(x, ) == W —+Flx,y,u,—, —|=0
) alx J"'}ﬂx1+ b{:r.y}ﬂxﬁy +€{I.J’}5F2 (\ Vi, = ay)

ma yp hiperboliczny (jest typu hiperbolicznego), jezeli b* —ac=>0, typ para-
baliczny  (typu parabolicznege), jezell b*—ae=0, i typ eliptyeany (typu
eliptycznegn), jezeli b* —ae<0; a, b i ¢ sa tu funkcjami zmiennych x 1 ¥y,
majacymi ciggle pochodne do rzedu drugiego wiacznie,

Aby sprowadzi¢ réwnanie (1) do postaci kanonicznej, nalety urworzyé
rawnanic charakrervstyk

(2}  adyt=2bdxdy+edx=0,

ktdre rozklada sig na dwa rdwnania:

(3) ady—(b+~b*—ac)dx=0,
(4) ady—(b—+ b —ac)dx=0,

1 znale?e catki opdine tych rownai.

Réwnanie typu hiperbolicznego: b*—ge>0. Calki ogélne
@lx, ¥=cy, wix, ¥YY=¢, rdwnan (3} i (4) sa rzeczywiste i roine, okredlaja
one dwie roine rodziny charakterystyk rzeczywistych.

Wprowadzajuc yamiast zmiennych x,y nowe zmienne niezaleine

(4 ¥
C=wlx, 5}, n=wix,y,

ksss:

e Ea v el il T,
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sprowadzamy rownanie (1) do postaci

u o du
(5} ~ =-'Fl 'f!'“*u'l_'_':;_ i
dédn dé - dn

Jest to postad kanoniczna rdwnania typu hiperbolicznego.
Rownanie typu parabolicznego: b*—ge=10. Réwnania (3) i (4)
pokrywajg si¢ i otrzymujemy jedna calke ogélng réwnania (2): e(x, ¥)=c.
W tym przypadku, przyjmujac

c=¢lx. ¥, n=nix,y,

R
gdzie w=n(x, y) jest takg funkcja. ze .Df: n—:};&ﬂ W rozwatanym ob-
X, ¥
szarze, sprowadzamy rownanie (1) do postaci
aiu du  Qu
{ﬁ —5=F ‘-7 B o IE
} 5}:2 2(": LR ﬂ'f ﬂ!]‘)

Jest to posiad kanoniczna rdwnania tvpu paraboliczrego.

Réwnanie typu eliptycznego: b*—ac<0. Calki ogdlne rdwnan
(3) 1 (4) sa zespolone, sprzezone i okreslaja dwie rodziny charakterystyk
zespolomych. '

Niech calka ogdlna rdwnania (3) ma postad

e(x, y)+ipix, y)=c,
gdzie p(x, ) 1 wix, y) sa funkcjami rzeczywislymi. Przyjmujac wowczas

S=e{x.y), #H=w(x,))

sprowadzamy réwnanie (1) do postac

7 ﬂ=u+ﬂzu pE Gu  Ou
& ot 3("’”’"’?:‘: “an )

Jest to postad kanoniczna réwnania tvpu eliptycznego.
W przypadku rdwnania eliptycznego zakladamy, #¢ wspolezynniki
@ b i ¢ sg funkcjami analitycznymi.
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Zadania

Sprowadzi¢ do postaci kanoniczne) nastgpujace réwnania rézniczkowe -

(zad. 1-11):

8ty bt 3*u dis ou
S i A F
h s Be gttt G bl f ol

P u &*u *u E'u du
2. 4 3 +2—=0.
reT ﬂ_tﬂ_p+ 5},1 x By

&*u du Pu  du ou
ax* “oxdy oy? R ﬂ dy jit
& u &*u &u du
b ———IdooRX ——— 3 +sin®x — = y—=0,
dx? dxdy ( ] }ﬂ}-
I zEFu_[_I *u A Pu  du 4
2 2 2
i i i) du
6 tex——2 4y —+tg’ x — =0
8 xoa-2yiex o ¥ 30 Exax
y u FPu
' yﬂf-l-éy’
d*u d %u Bu fu
8 x* —4+2x . —2x—+4y —+ 16x*u=0,
dx? Fﬂxﬂy _}F dx ‘Fﬂu / =l
a*u a=u du  Bu
9, (14 x? s +(1 P
( } 14y } g .vay
31 -ﬂlu &u
10. sin® x—s=2 s 5 =1},
dx* Psinxﬂxﬂ}r+y ay?

11 o o & 0, gdzi £.
P —= e =m g
aet +y Eﬁ‘l"ﬂl 3y g e n

e e i

§ 2. Metoda charakterystyk 11

§2. METODA CHARAKTERYSTYK

Zadania

12, Znalé#é rorwigzanie ogdlne réwnania:

o Ty O , &u du
a) Q-—Imx.‘h&y—ms xa—ﬁ—'cusx5=ﬂ,
By ' 1 [Pu du
ok e sl el e el LYY x>0, y>0).
) ax? Pﬂf E(ﬂx &}r) ( 0
Znalezé¢ rozwiazanie ogdine nastepujgcych réwnad (zad. 13-20):
&u i u
13- 3 L | - ""'_""""2 __"='ﬂ
Yt 5t e
2*u 2% 8%u i T} Ju
14, x*——2x ¥ +y—=0,
4. x e yaxﬂ}|+1? y’+xﬂx ¥
i d { ,0u 2 &*u
" dx ax gy’
*u .-E'u ﬁu
16. (x—
ol L =
o T S SR
oxdy e xﬂ}- sl
&'u & u 8y at & u &u
2 2 2
—+-2x 2 -+ 42zx ——=0.
) R A e T
S Lt AL DO S S R L ¥
g E-‘i :11115_:: uﬂ:cﬂ na}r 114235 12}

Ed:iﬂ Hi1. @13 1 dz2 58 liczbami dodatnimi.
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21. ZInaleié obszary hiperhﬂljtzgus'ci, eliptycznodct 1 parabolicznoéei,
a tak’e ogolne rozwigzanie rownan:

- 2y a4y & du du

1-x%) . 5—2 a1 Y = 2% ——2p —=0,
4) Rk }E‘f =, dxdy (1+y Jﬁ}" gis T &y
& u #u 8% B du

b) (x? —1} —1—2;:}' Iy +(p*—1) 3 1+2xa—+2_v 3y =() .

. Znalesé warunki konieczne i dostateczne istnienia funkeyjpo-
-niezmienniczych rozwigzan réwnania o stalych wspdlczynnikach:

&*u a*u clu S au

[-} L[H] ﬂlla 2+2ﬂ]2 3 a}r-rﬂji ﬂy2+b'_-+bz r =0

LI Y

ax ay

(d=a%,—a,,a:2>0), a tak?e ogdloe rozwiazanie tego réwnania. :
Funkcje w nazywamy funkcyimo-niezmienniczym (fn) rezwigzaniem
rownania (*), jezeli F(u) jest ropwigzaniem przy dowolnej funkcji F.
23. Dowiesé, 7e jeieli spelniony jest waronek

dy bg"zﬂjib1 by 4 a3, b7 +4dc=0,
to réwnanie o stalych wspotczynuikach
* L{u)+cu=0

ma ogdlne rozwiazanie postaci

kx+my
28

uix, J':I=EIF{ }{w.{m x—y)twalea x—y)),

gdzie w, 1 w; sa dowolnymi funkcjami, k=a,; by —a,: by, m=a,, b~
-5 by, @ @, 2 5§ pierwiastkami rownania

@y o —2ay3 %4 az,=0.

Jezeli podany warunek nie jest spetniony, to nalely sprowadzic réwname
(2) do postaci

§ 2. Metoda charakterystyk 13
gdzie :
E:“u{mz bod(ea by _b:}+4ﬂ11¢5
1652

S=MX—F, H=Ex-—¥.
24. Pokazaé, ze ogilne rozwigzanic réwnania

v 4
axdy .

ma postad
olx, W= [y (014201 (x= 1) di +
i}
+ a0 do2iVx(y =) dt +0(0, 0) Jo(2iVx3) |
0Q

gdzie wy(f) 1 walt) sa dowolnymi funkcjami.
25. Pokarad, ze ogolne rozwigzanie rdwnania

2x i%w 8w O
{:*} o * 2_ 1+_=D
2n4l ox* Ayt ox
ma postad
Ot ot (F {n’2{2n+1]x+}}+F1{~JE{2n—'—1}x y})
-3.-":"_ 1 'l,,.llllx T =

gdzie £y 1 F, sa dowolnymi funkejami.
26. Pokazaé, Zze ogolne rozwigzanie rdwnania

) _l_ﬁzu & u 2 ou n(ﬂ—:l_}

x ﬁ':-: x

o (l _ i) (;ﬁ(x—at}+ 'F{.:;_J_r_a_r})’ |
x ox X

gdrie @ 1 ¥ sg dowolnymi funkcjami,
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27. Pokazac, #e ogolne rozwigzanie rownania

Fu n ou m  du

= R
dxdy x—v dx x—y dy

ma postad

kR # T 2 e
WO ((x] (.'-’})’

dx™ gyt Xx—y
gdzie X(x) 1 Y(») sa dowolnymi funkcjami.
28. Znaleié¢ ogdlne rozwiazanie rownania

a*zauaaua

— u=0,
dxdy x-—y ﬂx+x -y f:'}’ {x—y) vl

29. Pokazag, ze ogdlne rozwigzanie rownania

&2u g éu o du

B it v e S =0
Ele, 5) dxdy x=—y ﬂ:-:+x-y ay

_{ﬂ-::ux, <1, o+ fF#1) ma postac

1
w(x, =(r—x)"""7 | p{x+(y—x)1)t (1 —1) "dt+
LI}

e i’ wic+(y—x) " (1—0*" tdr,

gdzie @ i1 v sa dowolnymi funkcjami.
30. Pokazaé, fe ogllne rozwigzanie rownania

iu n Jdu m Odu

ﬂx&yl}ﬂxxyﬂ}r
ma postac

ulx, y)=(r—x)"*"*!

i (X{xl—l’[f})
ax"ay™ X ;

gdzie X(x) i ¥(y) sa dowolnymi funkcjami.
31. Znalezé ogdlne rozwigzanie rdwnania

d*u N, M S

e ] +_.._+_,__._|}

E:u:crvxyﬂxxyﬂ}r
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gdzie
Zm—1 2n—1
a) —m{H{—T. —nEas - .
1 2n+1
b) _2m+ <f<—m, — 2 <os —h,

2

a m i n sg liczbami naturalnymi,
32. Pokazac, ie ogolne rozwigzanie rownania

u #*u 2a du
—— «——b*u=0
Fu)= T axt dy" y dy

(0 < 2a<=1), gdzie b jest dowolng liczba rzeczywistg lub urojong, ma postac

1

= J‘ﬁ{x+y{1t—l}}

Joo (26Nt (1=1))dt +

(t(1—n)'
) 1 Yix+y(2t-1)) - ]
4y j =T J_f{2byVi(1-n)dr,
gdzie
j_T{:}—r{I;-”E J..£2),

a @i ¥ sg funkcjami dowolnymo.
33. Znaleic fale thumione dla rdwnania:

2) &*u o 0*u L 1
—_— S N

ar ax* 4

é’r’u , du du

=5 +2 —+2—+u=0.
ETE T dt

34, Znale#¢ osobliwe rozwigzanie réwnania:

#*u % du
T+CH,

a)

=t
8  ax* dy
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Py u E=u+ﬁ'2u
0 aa . ar

+cu

b}

ktore dazy do nieskonczonodcl, jeeli zmienny punkt dazy do powierzchni

stozka charakterystycznego.
35, Znale#¢ rozwigzanie réwnania

ia

a*u i i u
—_—t2 —3—=0,
ox% T oxeéy 6yt '
spelniajace warunki poczatkowe
B R RS
ul,—g=3x, — ' =0.

36. Znaleid rozwigganie rownania

5
# EEH 5‘{1

ﬂ
Syt 4 o

spelniajace warunki pocratkowe

2y

; Iﬁu ou
T14yt\dx ay

on
ulyco=wo(x), — =wdx).
aylymo
37. Znalezé rozwigzanie rownama
i u Fu  du
2 Zecis s S Snlat ST %
(1+x ] 14y ] +xax i
spelniajgce warunki poczatkowe
O
£ sl ey
u!;-‘ﬂ ﬁ'ﬂ{x} i Ef_].-' e Wl( }
38. Znale#¢ rozwiazanie réwnama
i i &tu Ju
au ou T, 0,
2cosx — 51N ";—--Ell'l..'!:——-
h dxay 8yt dy
speiniajace warunki poczatkowe
du
“I.'-r-ainx=ﬁ5'n{ﬂ 1 Er=mx= Pilx) -

T . NN

§ 2. Metoda charekterystyk

39, Znale#é rozwigzanie rownania

5‘u+# #u 5ﬂzu du  Ou i
dx> dxdy oy’ b Pt
spelniajace warunki poczatkowe
( 4 F(x)
ur?=ﬂ_.-f x}! Er-“— ). |
40, Znaleié rozwigzanie réwnania
& u i*u d*u
2 Oy 3y =,
dx? Pﬂx&y. 2 dy*
spelniajace warunki poczatkowe
=1= x), T T .
u|y 1= Pplx) 3}’3_,-1 pylx)

41. Pokazac, Ze¢ rozwigzanie rownania

8 i x\ae] 1 1_.'£1ﬁ
E[(_T)EE=F( k) o

spelniajgce warunki poczgtkowe

=F(x),

r=g

u
u!r“ﬂ= {.'.L"] ] E

dane jest wzorem
-+

J —_— F[z}dz .

_[.': —x+at) fix—at)+(h—x—at) f(x+ m]
o 2(h—x)

42, ZnaleZé rozwigzanie rownania falowego

2u A ﬁ=u+ﬂzu+ﬁ'iu
a0 \ax? dy* " 8z?

2 Tadanda = réwnan réddniczkowsch

17
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spelniajgee warunki poczatkowe

Ulhie = f'., o = il
=0 4:#(..! - w(r]

pdzie r=~'x24y*+z2, a ¢(r) i w(r) sa funkcjami okreslonymi dla wszy-

stkich r=0 (przypadek symetrii srodkowej).
43, Znale#¢ rorwigzanie rownania

mﬁ'zu &*u ¥
v 8yt
(=0, m>0), speiniajace warunek Cauchy’ego

“ip=ﬂ=1:‘:x] ¥ -
‘:I.]" p=0

44, Znale#¢ rozwigzanie rownania

d*u  o0%u du
:IJ'I'I_____'___"+ }m—t_____ﬂ
e ay* i ox

(@=const, y=0, m=2}, spelniajagce warunki
du

u|,.=.:,=r{x) Wige =v(x).
=0

45, Pokazad, e rownanie
¥ Pu a1 du
e | S +_ ..._-=ﬂ

e iy .
ax? Yoy " 2 ay
(¥<0) ma jednoznacene rozwigzanie spelniajgce warunki

jest wielkoicia ograniczong .

ul ao=T1{x);
pe=0

46. Znaleié rozwigranie rdwnania
2 2
_tu du Jut

Y ayt  oxt id dy

§ 2. Metoda charakterystyk

(x=const, 0<m<=2), spelniajgce warunki

=v,(x) .
=0

“!r-léf:':{-x) T a_}"'

47. Znalezé rozwiazame rownania
" Pu FPu 2a*d
u o' 2atou ., o

ax*> dy* y ay

(0<2a<1), spelniajace warunki

du
11’: L _ i,
ulyug=1(x), ¥ il
48. Znale?é rozwigzanie .réwnania
& 3
Gy o
spelniajace warunki
ﬂﬂ| do |
D]yma=p(x}, Eﬁ,,,_m‘{x}’ Ei,-xﬂmﬂx}’
przy czym g'(x)=c2,(x)+wy(x).
49, Znale#é rozwiazanie rownania
Pu *u &u 2%u
Bl "0 gt gt an o

(& 122 =ai ), spelniajgee warunki poczatkowe
=F(x,y).

u!l-‘ﬂz-ﬂix*}l.}s A |
o=

Rorwigzaé zadania dla przypadku szczegdlnego
f.{xl]flj=‘t2+l'zh F(x,y)=0.

50. Znale#é rozwigzanie réwnania
T @t *u '

— =2k — =0,
ax* T axiay oyt

E-

19

B —
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spelniajgee warunki poczatkowe

du &
Uyeo=1(x), = =v(x), —
I.I' o al’lr=n EI},I

’-ﬂ + E‘PJ
51. ZnaleZ¢ rozwigzanie rownania

u  u

a ax?
znajac jego wartosci na dwdch hikach charakterystyki (rys. 1):
ui{x,t)=p(x) na edcinku 0A charakterystyki r+x=0,
u(x, t)=w(x) na odeinku OB charakterystyki 1—x=0,

przy czym @(0)=(0).

=3

Zznajac jego wariosci na dwdch charakterystykach:
u(x, y)=@(x) na charakterystyce x—y=0,
wl{x, y)=w(x) na charakterystyce Sx—y=0,

przy czym o{0)=y(0).

e e el ek

§ 2. Meioda charakterystyk 21

53. Znale2¢ rozwigzanie rownania

=

Rys. 2

rystyki Ly : x—2+ —p=0 i natuku AB charakterystyki L,: x+2~f"—_y=l:
u(x, P, =e(x), jezeli 0<x<d,

w(x, Vil =eax), jezeli <x<l1,
przy czym o, (3= p.(3).
84. Znale?é rozwigranie rownania
Pu Pu 1 B
dx? 'pﬂ}r't > Ay

(y<0), jezeli znane s3 wartosci rozwigzania na dodatniej czesci osi Ox
i na charakterystyce L, (rvs. 2):

u(x, Ph=o=0i(x)  ulx, Y= e,
przy czym ¢,(0)= 92(0).
55. Znale#é¢ rozwigzanie rownania
& u _Ezu
8*  ax®’
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jeZeli znane sa wartodci rozwigzania na odcinku 04 (rys. 3) charakterystyki
t—x=01i na krzywej L, wychodzacej z punktu @ i lezacej wewngtrz kata
ograniczonego charakterystykami ¢+ x=0, przy czym krzywa 'L ma t¢
wiasnodE, 2e kazda charakterystyka r— x=¢ przecina ja w jednym punkcie.
Rozwaizy¢ takie przypadek szczegdlny, gdy L jest prosta r—kx=0 (k>1).

.

£
o

Rys. 4

£6. Znalezé rogwigzanie rownanig

u  Pu

o axt’
jezeli znane sg wartofcl rozwigzania i jego pierwsze] pochodnej po normalnej
na dodatniej czeici osi Ox (rys. 4), a takde warlofci rozwigzania na pol-
proste] 1—kx=0 (k>1):

U]y 0 = polx), =¢,(x) (x20),  ufer=w(x) (x=0).

d re=ik

przy czym @q(0)=w(0).
Zpale#¢ warunek gladkosci rogwigzamia w rozwaZaoym obszarze,
57. Obszar drgan poczatkowych gazu jednorodnego jest kula o promie-
niu R. Poczgtkowe predkodei czysteczek garu sg "-:,rszqdzie: rowne zeru,
a poczatkowa kondensacja 5, jest stala wewnatrz kuli | réwna zeru na zew-
natrz jej. Okreslié kc-udcnﬁafzi'g_.ﬁ’ w dowolneg] chwili w punkcie M polozonym
na zewnatrz obszaru poczatkowego .zaburzenia.

§ 2, Metoda charakterysivk 23

58, Polograpniczona struna jednorodna O<x< +00 o zamocowanym
koncu x=0 pobudzona zostala do drgan przez wychylenie poczgtkowe

] dla 0O=<=x<l,

il O)= —sin’? dla - lexel;

0 dla. 2l<x<+oo.

Poda¢ graficznie ksztah struny w chwilach

LA s BT
“4a’ @ 4a 22 42’ da’

zakladajac, 2ze predkosé poczatkowa jest rdwna zeru.

59, Pélograniczona struna jednorodna 0<x< + 00 ozamocowanym koti-
cu x=0 lezy w poloZeniu réwnowagi. W chwili =0 zostaje ona uderzona
mioteczkiem o szerokodci & w odleglosci ¢ od punkm zamocowania. Gléwka
mioteczka jest tak skonstruowana, ¢ predkosé poczatkowa nadana strunie
jest maksymalna wérodku i réwna zeru na brzegu glowki. Krzywa poczat-
kowej predkosci te] czedel struny ma postac

i ) dl | |£ s
— [ I_c- —_——
tig COS5 h {x—¢ a >

Okreslié ksztalt struny w chwili r>0.

60. Nieskoniczenie dhuga struna x>0 o gestosci liniowej p | napieciu pa?
rnajduje sig w polozeniu rownowagi. Przy =0 punkt x=0 wykonuje male
drgania A sin m¢. Pokazaé, fe przemicszczenie punktu struny o odcigtej
x>0 okreslone jest wzorem
X

0 dld [=—
i

x X
.-lsiu-:u(!——) dla r>-—.
a 1

uix.,1)=4%

61. Rurka pdlograniczona (v >0}, wypelniona idealnym gazem, ma na
jednym koficu (x=0) swobodnie poruszajacy sig tlok o masie M. W chwili
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t=0 tlok poprzez uderzenie przyjmuje predkodt poczgtkows v,. Opisaé
proces propagacii fali w gazie, jeeli wiadomo, Ze.wychylenie poczgtkowe
i poczatkowa predkosé czasteczek garzu sa réwne zeru.

i

[ —_—
e, e e
- —_—

7l L >
Rys, 3

62. Struna nieskonczona, majaca w punkcie x=0 skupiong masg M,
znajduje sie w polozeniu réwnowagi. W poczatkowej chwili t=0 poprzez
uderzenic mioteczka nadano masie M predkedé poczatkowa v, . Dowiest,
ze w chwili ¢ >0 struna zaburzona ma ksztalt wskazany na rysunku 5, gdzie
uy{x, t) jest fala biegngcg w prawo:

Mﬂl’ﬂ ETH, 7
T (I—EIP{E{?(I—-FI]}) dla x—ar<0,

0 dla x—ai>0,

uylx, )=

ta(x, r) jest falg biegnaca w lewo:

Mauv,
2T,

2T,
l—“p -_ﬁT.z (I+ﬂ1]‘ dla x'l‘ﬂr:-""ﬂ,

H:{I, :]=

0 dla x4at<0,

a T, jest mapieciem struny.

63. Jednorodna struna o dlugosdci / zamocowana jest na koficach x=0
i x=1. W chwili poczgtkowej strun¢ odciagni¢to w punkeie x=3/ na mala
odlegloé¢ i od osi Ox, a nastepnie puszczono bez nadania jej punktom
predkosci poczatkowej. Pokazag, 2e ksztalt struny przy 0<¢<1/3g wyraZa
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si¢ wzorem

3hx .
_I ala ﬂ'ﬂﬁﬁ}f"—ﬂ:.

3h Oh

ulx, )= —x+—(H-ar) dla H-at<x<ii+ar,

4 4f
3h
EU_I} dla H4ar<x=l,

64. Wyprowadzi¢ rdwnanie malych drgaf podhuinych walcowego
preta i scalkowac to rownanie przy zalogeniu, fe jeden koniec preta jest
zamocowany, a drugi swobodny.

65. Dany jest nieograniczony pret walcowy, zioZony z dwdch pdélogra-
niczonych pretéw jednorodnych polaczonych w punkeie x=0. Niech z obsza-
ru x<{ po precie biegnic fala

i, f]zf(:-—f-) (1<0).

ay

Znale#é fale odbitg 1 zatamang w chwili 1>0.

66, Walec o dhugosei / porusza sie ruchem postepowym o predkosci ¢y,
i styka sie z drugim walcem o dhugosci /1 predkodci v, <v,. NaleZy okredlic
rozktad predkodci fali podhuzne] w jednym i drugim walcu, przyjimujac,
re przekroje 1 materialy walcdw sg jednakowe,

67. Jeden koniec prgta walcowego (x=0) jest zamocowany, a drug
(x=1) jest swobodny. W chwili poczgtkowej 1=0 koniec swobodny zostaje
uderzony ruchomym cigzarem o masie M | predkoéci v, skierowane] wedhuz
osi preta. Znale#é podhuine drgania preta w chwili ¢>0.

68. Rozwigzac zadanie 67, gdy koniec x=0 jest swobodny.

69. Cigzka bryla o masie 4 bez predkosc! obciaza chwilowo dolny koniec
pionowego preta zamocowanego u gory. ZnaleZé drgania pﬂdl‘u?na preta.

T0. Znalez¢ rorwigzanie ukladu réwnan

20 3
b S S S e
0x dy
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spelniajace warunki -

Olio=0, Tlo=1-

71, Znale7¢ rozwigzame ukladu rownan

G v o a o
- = —pd S Sl
at o o Ox

spelniajace warunki poczatkowe
I".|r=EiI=':'l I:||I!-I'.'|'=':II [ﬂixﬂ I}
i warunki brzegowe

f,mg=0, tle=y=2(t) (1+pu)—1 (¢20),

gdzie a, f, p sa stalymi, a =(¢) jest dang funkejg.

§3. METODA SEPARACJI ZMIENNYCH

Poszukujemy rozwigzania rownania

Fu @ G
(1) pix) s (F (x) EJ;)—Q{IIH
(pdzie p(x), p(x) i g(x) sy funkcjami dostatecznie pladkimi, przy czym
pi{x)=0, p(x)=0, g(x)=0), spelniajgcego warunki brzegowe

8u(0, ) Bu(l, 1)
(2) au (0, 1)+ f =0, yu(l,n+6———=0

ox

i warunki poczatkowe

3) 0 . )

£t

=g@iix) O=x=<l).

Znajdujemy najpierw nietrywialne rozwigzanie réwnania (1), spelniaja-
ce warunki brzegowe (2), w postaci iloczynu

4 w(x, f)=T X (x).

- e B -

§ 3. Metoda separacji zmiennych 27

Podstawiajagc wyrazenie (4) do réwnania (1), otrzymujemy

POTOX=T0 (0 )= TOX

czyh

d dX

I (p{x} E)_ gi{x} X (x) ()

P(x) X (x) PO
pdzie A jest pewng stala. Wynika stad, e
d [

(3) ﬂ(‘ﬂ{ﬂ £)+[.Ep(x}—q{x}}x=ﬂ,
(6) T(r+ 4 T(1)=0.

Poniewaz T(r)=0, wigc warunkiem Koniecznym i dostatecznym na to,
by funkcja (4) spelniala warunki brzegowe (2), jest spelnienie warunkdéw

(7) e X (0)+ X' (0)=0, ypX(D+8X(D=0.

Tak wigce, w celu okreflenia funkeji X(x) nalely rozwigzaé nastepujgce
zagadnienic brzegowe dla rwyczajnego réwnania rozniczkowego:

ZnaleZd takie wartofci A, nazywane wartodcigmi wiasnymi, przy kidrych
isinieje nietrywiglne rozwigzanie rdwnania (5), spelniaface warunki brzegowe
(7); znaleié rownie? te rozwigzania nietrywialne, nazywane funkejami wiasny-
Hl

Dowodzi sie, #e:

1. Istnieje przeliczalny zbidr wartefci wiasnych

Ay<dy<.=d < .,
ktorym odpowiadajg funkecje whasne
x]{x}! I:{I}, LR

2. Przy q(x)=0 oraz (p(x) Xx) X;[x}]if:; =0 wszystkie wartadci wlasne
A, sq dodatnie.
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3, Funkcje wiasne tworzq w przedziale {0, I ukiad ortogonalny, unormo-
wany = wagg p(x):
1
: 0
(8) j p{x) X (%) X o(x)dx = {1
: J _
4. Katda funkcja [ (x), speinigjqea warunki brzegowe (1) { majgca ciqgiq

pierwszg pochodng oraz przedzialami cigglg drugg pochodng, rozwija sig
w szereg wzgledem fumkeji X (x), bezwzglednie i jednostajnie zhieny:

przy m¥#n,
przy m=n,

J(x)= :';l ey Xy(x),

gdzie
Cy= 'il' p(x) X (x)f(x)dx .

Nastepnie dla kazdej wartosci wlasnej 4, rozwigzujemy rdwnanie (6).
Ogdlne rozwiazanie réwnania (6) przy A=A1, bedziemy oznaczali symbolem
T.(t); ma ono postac

T.[t)=A, cos \.-"‘i,,_ i+ 8B, sin:ﬂ: t;

pdzie 4, i B, sa dowolnymm stalymi. .
Otrzymalismy zatem przeliczalny zbidr rozwigzan réwnania (1) w postaci

Up(%, =T (N X (x)=
=(A, cos /%, t+B, sin /2, D) X,(x).

W celu spelnienia warunkow poczatkowych (3) tworzymy szereg

s
(9) u(x, )= Y (A, cos /2, t+B,sin J1 1) X, (x).

n=1
Jezeli ten szereg jest jednostajnie zbie2ny wraz z szeregami, ktére moina
£ niego otrzymac przez dwukrotne rozniczkowanie wyraz po wyrazie wzgle-
dem x i f, 1o suma szeregu spelnia réwnanie (1) i warunki brzego-
we (2).
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Wawczas dla spelnienia warunkdéw poczatkowych (3) nalety przyjad

(10) w(x, 0= 3 A, Xo(x)=pol),
n=1]
(11 ﬂ;ﬂ“—hﬂilﬂ B, X (%)= 93(%).

Zakiadajac, 2e szeregi (10) 1 (11) =3 jednostajnie zhie2ne, mozemy okredlié
wspolezynniki 4, 1 B, mnoZac obie strony réwnodci (10) i (11) przez
£(x) X(x) i caltkujac wzgledem x w przedziale <0, [,

Ze wzgledu na (8) otrzymujemy

: .
A= J pix) po(x) X (x)dx,

B pix) e (x) X (x)dx.

] ijn

o
Podstawiajgc znalezione wartosci wspolezynnikéw do szeregu (9) otrzymu-
jemy rozwigzanie naszego zagadnienia,

Zadania
Rownania typa hiperbolicznego

72. Siruna jednorodna, zamocowana na kofcach x=0, x=/, majaca
w chwili poczatkowej ksztalt '

a4 3
u{x,ﬂ}=~1;-h|:(%) —z(%) +ﬂ

gdzie h>0 jest liczbg dostatecznie maly, zaczyna drgaé bez predkodci
poczatkowej. Znale#¢ swobodne drgania struny.

73, Struna jednorodna, zamocowana na koficach x=0 i1 x=/ ma
w chwili poczatkowej ksztalt paraboli symetrycznej wegledem prostopadiej
przeprowadzonej przez punkt x=4/. Okreslic przemieszczenie punktéw
struny od poziomego poloZenia réwnowagi, zakladajac, ze brak predkodci
poczatkowych.
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74, Struna jednoradna o dugosci [ zostala naciggnieta pomigdzy punkta-
mi x=01i x=/. W punkcie x=¢ strune odchylamy na niewielks odleglosc /
i w chwili =0 puszczamy bez predkosei poczatkowej. Okredli¢ przemieszcze-
nie u(x, t) struny dla dowolnej chwili. :

5. Struna jednorodna o diugodci 7, zamocowana na obu koticach, Znaj-
duje sie w poziomym pofozeniu réwnowagi. W pewnej chwili przyjmowanej
za poczatkows, struna doznaje w punkeie x=c uderzenia mioteczka, ktory
nadaje temu punktowi stala predkosé vy. Znalei¢ przemieszczenie u(x, 1)
struny w dowolnej chwili.

Rozpatrzyé dwa przypadi:

a) Struna zostaje zaburzona predkodcig poczitkowa

T

Uy, jedel |x—c|<—
. {_]: . ﬂ} o Jﬂiﬂ | | Ik
at : T

ﬂ-, jﬁ.ﬂl‘i |x—ﬂ'|}ﬂ .

Ten przypadek odpowiada plaskiemu sztywnemu mioteczkowi o szerokodci
n/h, uderzajgcemu w punkcie x=c. '
b) Struna zostaje pobudzona predkoicia poczgtkows

n
vocos h(x=¢), jeteli |x—¢|<=>

du(x,0 | " 24
Jt e P
0, jeze Ix—ct}ﬂ-

Przypadek ten odpowiada sztywnemu wypukiemu mioteczkowl o szemkﬂm
n/h. Taki mioteczek w rodku przedziahi nadaje predkosé najwicksza.

76. Jednorodna struna o dlugosci  zostala zamocowana w koficu x=0,
a do drugiego kodfica struny przymocowano piericied, ktérego .maﬁq_mﬂt.na
zaniedbdé. Pierfcien mo2e sie przesuwaé po gladkim precie. Piersciefi
zostal odchylony pa maly odleglosé k od poloZenia rdwnuwaglll puazr-::zﬂny
w chwili 1=0. Znalezé odchylenie u(x, f) struny w dowolngj chwil.

77. Znaleéé drgania struny jednorodng 0= x</, o koficach ramocowa-
nych i o masie M skupiongj w punkecie x=¢ struny, pod wplywem po-

& 3. Metoda separacji rmiennveh a1

czatkowego pregmicsrezenia

h%, gdy O=<x<ec,
uix,N=plx)=

[—x

-, '‘gdy c=x=l;

[—¢

gdzie h jest mala liczhg. Poczatkowe predkodci punktdw struny sa rowng
FEIU. [

78. Rura otwaita z jednego korica porusza sie ruchem postepowym w kie-
runku swojej osi 7e staly predkoscig . W chwili #=0 rura nagle zatrzymuje
sig. Okreslié prremicszezenie powietrza wewnatrz rury w odleglodei x od
zakrytego koiica rury.

79. Scalkowac rownanie malych drgan podhuinych walcowego preta
prey zalofeniu, Zc jeden koniec preta jest zamocowany, a drugi swobodny.

80. Jeden konice preta zamocowano sprezyécie, a drugi pozostal swobo-
dny. Znale#é podhuine drgania preta przy dowolnych warunkach poczatko-
wych,

81. Jeden koniec preta zostal zamocowany, na drugh dziala sila Q.
Znalezé podhuine drgania preta, je2eli w chwili poczatkowej sita przestaje
dzralac.

82. Zbadac swobodne drgamia podluine jednorodnege walcowego
preta o dhugoder /i swobodnyeh obydwu koncach.

%3. Pret jednorodny o dhugodci 2/ rostaje $cigniety przez sily przyiozone
do kofcdw preta 1w wyniku tej operacji skraca sig do dhugosel 2/(1 —z).
Przy :=0 obcigdenic zostaje zniesione. Pokazad, ¢ przemieszezenie u prze-
kroju preta o odcietej x okreslone jest wzorem

Rel. = (=11 . (2adDixx (2n+1)mat
08

X, H=— -
gt e’ na{znﬂ}‘sm L 21

T

jezell punkt x=0 znajduje sie w drodku preta, a o jest predkoscia fal

podiuinych w precie.

84. Drganiami skrgtnymi preta nazywamy takie drgania, przy ktdrych
poprzeczne przekroje prta obracaja sig wzgledam osi obrotu, zmieniajac
potozenia wzgledem siebie. Wyprowadzié rdwnanie malych drgan skretnych
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jednorodnego walcowego preta i scalkowaé to rownanie przy zaloZeniu,
e jeden z koficéw preta jest zamocowany, a do drugiego przyczepiono
dysk. :

85. Jednorodny pret-ma dlugoéé ! i pole o przekroju poprzecznego.
Koniec x=0 preta zostal zamocowany nieruchomo, a na kedcu x=/
skupiono mas¢ m. Pret poprzednio rozciggnigto sifa Q. Zbadac podiuzne
drgania preta, kidre powstaja przy naghym przerwaniu dzialania sily rozcig-
gaiace]. :

86. Konce jednorodnej struny o dlugodci [ zostaja podirzymywane za
pomoca sil spretystych na prostych rownoleglych do osi Ou. Zbadaé
swobodne poprzeczne drgania struny,.jeleli znane sg w chwili poczatkowe
przemieszczenia i predkedci punktdw struny.

87. Zbadaé drgania swobodne struny zamocowanej drgajacej w odrodku,
ktérego opdr jest proporcjonalny do pierwszej potegi predkosel.

88. Zbadaé wymuszone poprzeczne drgania struny zaczepionej w punkcie
x=0 1 poddangj na kofcu x=/{ dzialaniu zaburzajscej sily harmonicznej,
powodujacej przemieszczenie rowne A sinax. =

89. Pret o dlugosci /, ktérego koniec x=0 zamocowano, znajduje sig
w stanie spoczynku. W chwili =0 do swobodnego kofica przytozono sibe ¢
(na jednostke powierzchni), skierowang wzdhui preta. Znalezd przemieszcze-
nie u(x, t) preta w dowolnej chwili >0,

90, Zbada¢ podhuine drgania jednorodnego preta walcowego, ktdrego

jeden koniec zamocowano, a.do drugiego kohca przyloiono silg F=
= A gin o0t o kierunku osi preta. !

91. Pret zawieszono pionowo i zamocowano tak, e przemieszczenie
we wszystkich punktach jest réwne zeru. W chwili £=0 pret oswobadza sig
z wiezdw poza zamocowaniem u géry preta. Zbadaé wymuszone drgania
preta,

92. Struna jednorodna o dlugodci /, zamocowana na koncach x=0
i x=1I, drga pod dzialaniem zewngtrznej sity harmonicznej

F(x,)=pf(x)sino!,

liczonej na jednostke dhugosei. Znalézé odchylenie u(x, t) struny przy dowol-
nych warunkach poczatkowych. Zbadaé mozliwod¢ rezonansu i znalezé
rorwiaranie w przypadku rezonansu.
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93, Rozwigza¢ rownanie
s T &*u x
? =g ﬁ;i“i‘ b sinh x
przy jednorodnych warunkach poczatkowych i brzegowych
uf0, =0, wu(l, =0,

04. Rorwigzad rownanie

(1Y

=

Iy 2y
1 axt

+bx(x—1)

i

przy jednorodnych warunkach poczatkowych i brzegowych
w(0, )=0, u(l, =0,

95, Rozwigzad rownanie
*u  o*u o
e g =éxj+x[x—nt
przy jednorodnych warunkach poczatkowych i brzegowych
(0, )=0, u(l,r=0.

96, Znalezé rozwiazame réwnania

o%u Fu
1 =r|: &
at dx

(x> —1), spelniajace warunk: poczatkowe

cu

”[i=1}| 3 ﬁ'n(ﬂ. -Ei_r_ =7 = I:D]I[JC}

oraz jednorodne warunki brzegowe
u|1=c,=l'.], il =0,
97. Rozwigzaé rownanie
du o0 Bu

z
@—E ,r:lji —-2h E.I"bﬂ=ﬂ

1 Zadenin = rdwnal rotnictkowych
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przy jednorodnych warunkach poczatkowych oraz przy warunkach brzego-

wych
w0, =4, ull, =0,

B8, Wazka ni¢ jednorodna o dhugodel /, zamocowana pionowo gornyim
koncem (x=1{) obraca sig wokol os1 plonowej ze staly predkoscia katowa o,
Wyprowadzié rownanie malych drgad i pokazad, #e odchylenie nici od
poloZenia rownowag) wyraZa sig wWzorem

%
{

wix, = L (A, cos ad, 1+ B, sin alf_.r]l.l’ﬁ(,uk "n.-'ll —)1
k=1

gdzie

a Mz ... 53 dodatnimi plerwiastkami funkeji Bessela Ji(x).

99. Znalezé drgania wlasne jednorodnej membrany kolowe] o promicniu
R, ramocowanej na brzegu, jezeli w chwili poczatkowej membrana ma
kszlalt paraboloidy obrotowei, a predkosci poczatkowe sg rdwne zeru.

100, Zhadaé swobodne drgania radialne membrany kolowej zamocowa-
nej na brregu, droajgee) w osrodku, kidrego opdr jest proporcjonalny do
pictwsze] potegi predkodcr.

101. Wazka nid¢ jednorodna o dlugesci /, zawieszona jednym z koncow
x =/, zostaje wyprowadzona z poloZenia rdwnowagi i puszczona bez predhko-
so1 poczatkowe). Pokazad, 7e rownanie matych drgan mici, wywolanych
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dziafaniem sily cigizkodci, ma postac

! du 1 2%
i p — = s —
N ol o M
pdzie g= wfzr Scalkowal Lo rdwnanie przy warunkach danego zadania,
102, Znale?¢ rozwiazanie rownania -

i TR , Gl

—_— = X —

d9f*  ox ox
(x>0}, spelmiajace warunki poczatkowe

= @,(x),

P

au
I‘-|r-|:|-= Pol(X), —

1 jeden z warunkdéw brzegowych:

nlx,u=l], u[x=.,=l} przy ‘a<l,;

..o ograniczone, ul,_,=0 przy 1<a<2.

103. Rozwigzaé poprzednie zadanie o tych samych warunkach poczatko-
wych przy warunkach brzegowvch :

du
hm x* — = =
:E = 0, uL._-' 0 (D<a<l).

104. Drana jest rurka walcowa o promieniu R, na tyle dhuga, ie moina
uwwazaé ja za nieskoniczong. Zbadaé mak drgania radialne jednorodnego
gnzu zawartego W rurce.

105. Gibka ni¢ jednorodna obraca si¢ »e stala predkosdcia katowa o
wokol osi pionowej. W chwili przyjmowanej za poczatkowa nié zostaje
wyprowadzona ze wzglednego poloZenia réwnowagi i punktom nici zostaja
nadane predkosci poczgtkowe. Okreslic wychylenia u(x, t) nici po uplywie
crasu f od chwili poczatkowej.

106. Kolowa membrana jedgorodna o promieniu R, zamocowana na
brzegu, znajduje si¢ w poloZeniu réwnowagi przy napieciu T. W chwili r=0
do membrany zostaje przyloZone normalne cisnienie P, liczone na jednostke
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pola. Pokazaé, 7e drganie punktéw membrany okreglone jest wzorem

.
r 3, g e Jﬂ(r’{k R_) apy £
uir, I}=? R =r=2R* ¥ — cos ——f

v ps T R

gdzie u,, #2, ... sa dodatnimi pierwiastkami réwnania Jo{p)=0.

107. Kolowa membrana jednorodna o promieniu R, zamocowana na
brzegu, znajduje sie w poloZeniu réwnowagi przy napigciu T. W chwili
t=0 powierzchnie membrany obcigiono rownomiernie cigkarem f=
=P, sin wt. Znalezé radialne drgania membrany.

108. Jednorodna membrana kwadratowa, majaca w chwill poczatkowej
=10 ksztalt Axy (b—x) (b—y), gdzie 4 jest stala, zaczyna drgaé bez pred-
koéci poczatkowe]. Zbadaé drgania swobodne membrany Zamocowangj na
brzegu.

108, Jednorodna membrana prﬂﬁti::kaﬂna, zamocowana na brzegu, w po-
czatkowei chwili =0 zostaje uderzona w otoczeniu srodka, tak Ze

lim {f vodxdy=4,

=0 o
gdzie vy jest predkoscia poczatkowa, a A staly. Okreslic swobodne drgania
membrany. :

110. Znale#é rogwiazanie réwnania falowego
1 &%u
e iy s
w obszarze [ =0, 0<ag<r=b, 0£p<2n, O0=sf=<a<m, spelniajace wa-
runki brzegowe
utr=u=u1r=b=ﬂ|ﬂ-u=ﬂ

1 warunki poczatkowe

_ 3 —c
n|,ﬂﬂ=¢:{r.9]+3’"’“’, Fﬂ =p,r, 8™,

=0

pdzie m jest liczbg naturalng.
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111. Znalezé rozwigzanie rownania falowego

wewnatrz kuli 0 promieniu R i Srodku w poczatku wspolrzednych, spelria-
jace warunek brzegowy

du S0
Fr=!":.-
i warunki poczatkowe
. o
u|.-n=fix,}?,3], E EF(I.*-.}'11E}=
=0

Zadanie to powstaje w zwigzku z rozwaZaniem malych drgan gazu w na-
czymiu kulistym.
112, Znale#é rozwiazanie rownania falowego

T @ 2 Ju Yt 1 a (. ﬂﬂu i 1 Fu - ity
— = — ) - —]| sin { — C—= )
P dr\ ar) r'sinf &9 A e T A
w obszarze r<{, przyjmujace na stozku charakterystycznym r=¢ zadane

wartodci, stale wzdluZz tworzgeych stozka charakterystycznego
H|,=,='¢"{9, @),

gdzie B(f. @) jest znana funkcja ciagly zmiennych & i ¢ w obszarze 0=<f<n,
0= p=2m.

113, Zbadaé za pomocg metody separacji zmiennych poprzeczne drga-
nia belki o dlupodei [ opartej na dwoch koncach.

114. Linia o dhugoici I, wolna od znieksztaleen (R[L=G[C) ma po-
tencjal E. Koniec x=/{ izolowano, a w chwili =0 koniec x=0 uziemiono.
Pokazaé, 2e potencjal w punkcie x rdwna sig
P=4—EE_"‘M 1 sirl21'1+1 2n+1
T amnen+1 21 21
pdzie b=R(L, a*=1/LC.

115, W linii przesylowej o diugosci / uplywnodc G =0. Poczatkowy prad
i napiecie sa réwne zeru. Koniec x=/ jest izolowany. Przy =0 w punk-
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cie x=0 prevlozono sile elektromotoryerna £ ZnaleZé nateenie pradu
i potencjal w dowolngj chwili,
116. Znalezé rozwiazanie ukladu rdownan

do w G de @ @
T T T kT i
gdzie
[t g
Py had _"},
ox oy

spetniajgee warunki

gdzie @, g, k, a i T sa stalymi.

Rownania tvpu parabolicznego

117. Znale#é rozwiazanie rownania

(0<x<i, t>0), spelniajgee warunki

R0, )=uil, =0, >0,
oraz
x przy  O=<x<il,

e
ulx }{I—x przy  tilsx<l],

118. Cienki, jednorodny pret o dhugosc [, izolowany od przestrzeni
zewnetrznej, ma temperaturg poczatkows

1 ]_ﬂx(l x]
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Konce preta ulrzymywane si w temperaturze 0. Okreslhic temperature
preta w o chwili >0,

119. Dowiesc, e stefenie Cix, v, z, 1) materii dyfundujgcej; w nicru-
chomym osrodku speinta rownanie rodniczkowe

gl ' ti't )+ d B 7, O W B JC R S
— = - — =z " A
i ﬁx dy oy )Tc-.-: E‘z 4

pdzie D jest wspdlczynnikiem dyfuzji, a F gestoscig Zrodel materii dyfun-
dujgee).
W przypadku D=const 1 F=0 rownanie dvluzji prevbicra postac

ac (.—31{? *C Elt::)
= =5 :

ol L
dat oxt B 1,'1 gz ?

Wskazowka. Poshuive sig podstawowym prawem dyfuzp w osrodku
nieruchomym

odzie g jest strumieniem dyfuzji, tj. iloéciy materli przenoszonej przez
jednostke pola powierzchni w jednostice czasu, a n rest normalng do po-
wierzchni w lderunku malenia stezenia.

120. Rozpuszczona substancja o poczgtkowym siezeniu Cy=const dy- -
funduje z roztworu zawartego pomi¢dzy plaszczyeznami x=0 1 x=# do
rozpuszczalnika ograniczonego plaszczyvznami x=#h 1 x=/[ Opisac proces
wyrdownania stgzen, zakladajac, ze brzegi x=01 x=/ sg nicprrzenikliwe dla
rozpuszczone] substancy,

121. Dana jest jednorodna kula o promieniu R, ktorej srodek lezy
w poczatku wspohrzednych., Wiadomo, fe poczatkowa temperatura do-
wolnego punktu kuli zalefv tvlko od odlegloser r tego punktu od Srodka
kuli. Przez caly czas obserwacji zewngtrzna powigrzchnia kuli podirzymy-
wana jest w temperaturze zerowej]. Okreslic temperaturg dowolnego punktu

‘wewngtrz kuh w chwili 1>0.

122. Znalezé rozklad temperatury w jednorodne) kuli o promicniu R,
wewngirz ktorej poczynajac od chwili =0 dziala zrddlo ciepta o stalej
gestodel 0, a powierzchnia kull utrzymywana jest w temperaturze 0. Po-
cratkowa temperatura kuli wynosi 0.
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123. Kula o promieniu R zawiera roziwdr o poczatkowym stedeniu
Cy=const. Steenie na powierzchni kuli jest podtrzymywane w stale
wartofci C, >C,. Znalezé ilodd absorbowane] substancyi w chwili ¢=0.

124. Dany jest cienki jednorodny pret o diugosci 1, ktdrege boczna
powierzchnia jest izolowana od ciepla. Znana jest poczatkowa temperatura
preta. Koniec preta x=0 utrzymywany jest w temperaturze 0, a na koficu
x=/ zachodzi wymiana ciepla z otoczeniem o temperaturze (0. Okredlic
temperature preta wochwili >0

125. Rozwiazaé zadanie 124, zakladajac, Ze wymiana ciepla z otocze-
niem zachodzi na obu koncach preta.

126. Rozwiazaé¢ zadanie 121 zakladajac, #e powierzchnia kuli przez
caly czas chlodzi sig w odrodku o temperaturze 0.

127. Rozwiazaé zadanie 122 przy warunku, 2e na powierzchni kuli
zachodzi wymiana ciepls z otoczeniem wedhig prawa Newtona. Zakladamy,

ze temperatura o$rodka wynosi 0,

128. Jednorodna kula o promieniu R znajduje sig w stalej temperaturze
u, W sferycznej powloce z tego samego materialu o grubodci R i tempera-
turze 0. Calosé chiodzi si¢ w odrodku o temperaturze (. ZnaleZc tempera-
ture w wewnetrznych punktach kuli w odleglodci + od srodka w chwili
t=0. .

129, Jednorodne ciato stale ograniczone jest dwiema wspoliredkowymi
sferami o promicniach R 1 2R. Wewnetrzna powierzchnia ciala nie prze-
puszcza ciepla. Warstwe kulista nagrzano do temperatury u,, & nastgpnie
chlodzi sie ja w ofrodku o temperaturze 0. Znalezé temperaturg w punktach
wewnetrznych warstwy kulistej w chwili 1>0,

130, Opisaé proces ostygania jednorodnego preta o powierzchni boczne]
izolowanej od ciepls, jezeli poczatkowsa temperatura preta wynosi uix, 0)=
= g(x), przy zatozeniu, Z¢ jeden koniec izolowano od ciepla, a drugi utrzy-
mywany jest w stalej temperaturze .

131. Dany jest cienki prgt jednorodny o diugodci 7 1 temperaturze
poczatkowe] 0. Na koncu x=/ preta utrzymywana jest temperatura 0,
a na koficu x=0 temperatura roénie liniowo wraz z uplywem czasu, czyli
u(0, £)=At, pdzie A jest stata. Znalei¢ rozklad temperatury wzdiui prela

przy >0,
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132. Rozwigzaé zadanie 131 przyjmujgc, e temperatura kofca x=0
zmienia sie wedlug prawa u(0, £)= A sin wi.

133, Dany jest cienki pret jednorodny o dlugosci /, ktérego temperatura
poczgtkowa réwna sie A(x/l). Na koncu x=0 podirzymywana jest tempe-
ratura 0, a na koficu x=/ temperatura zmienia si¢ wedlug prawa u(f, t)=
=Ae™". ZnaleZé rozklad temperatury wzdlu? preta w chwili 1>0.

134, Znalec rorwigzanie rdwnania

8%
| axt

(O=x<{, =0), speiniajgce warunek poczatkowy

ui{x, =0
1 warunki brzegowe '

it
| mg=A(1—e™™), —ﬂ-;+Hu|I_,={],

gdzie A, H>0 1 «>0 sg stalymi,

135. Dana jest kula jednorodna o promieniu R przy lemperaturze
rownej zeru. Poczynajac od chwili =0 temperatura osrodka rodnie liniowe
z uphywem czasu, czvli u_=bt, gdzie b jest staly. Wymiana cigpla pomigdzy
powierzchnig kuli a odrodkiem przebiega wedlug prawa Newtona. Nagrze-
wanie kuli jest rownomierne (symetria zadania). Znalezé rozklad temperz-
tury w zalesnodci od promienia w chwili =0,

136. Dana jest nieogramiczona blona o grubosci 2R w wemperaturze 0.
Blona jest ogrzewana jednakowo z obu stron stabym strumieniem ciepla g.
Znale#é rozklad temperatury w raleznosei od grubodci w dowolne) chwili
=0,

137. Dana jest kula jednorodna o promieniu R w temperaturze 0.
Kula jest opgrzewana réwnomiernie na calej powierzchni (zadanie syme-
tryczne) przez staly strumieti ciepla g. Znale#¢ radialny rozklad temperatury
wewnatrz kuli w dowolne] chwili r=>0.

138. Dana jest meograniczona blona o grubnsct 2R przy temperaturze
rivwnej zeru. W blonie, poczynajge od chwili f=0, dostarcza ciepla frddlo
cigpla o stalej gestodct Q. Znalefé rozklad temperatury wraz 7z gruboicig
w dowolne] chwili >0 przy warunku, 2¢ brzegi blony sa uitzymywane
w temperaturze 0,




42 : Zadania

139. Dany jest cienki pret jednorodny o dlugosci / i \emperaturze
poczatkowe] rownej F(x). Koniec x=0 preta podirzymywany jest w stale
temperaturre u,, a konige x=/ w stalej temperaturze u, . Poprzez boczng
powierzchni¢ preta nastgpuje wypromieniowywanie ciepla do otocrenia
kiorego temperature przyjmujemy réwng zeru. Okredlié temperaturg preta
w dowolng chwili o,

140. Dany jest cienki pret jednorodny o dugosel 11 temperaturze po-
czatkowej 0. Koniec’ x =0 preta utrzymywany jest w stale) temperaturze uy,
a na koncu x =71 na bocznej powierzchni preta nastepuje wyproniieniowy-
wanie ciepta do oloczenia, ktdrego temperature preyimujemy réwna zer.
Okreflié temperature preta w dowolnegj chwili 2.

141. Wyprowadzi¢ rownanmie propagacn ciepla w jednorodnym piers-
cieniu o bardzo malym przekroju poprzecznym, zakladajac, z¢ na bocznej
powierzchni picrécienia zachodzi wymiana ciepfa z otoczeniem. Rozwig-
zac otrzymane rownanie, jereli znany jest poczatkowy rozkiad temperatury
W pierscieniu,

142, Znalezé rogklad temperatury wewnatrz nieskohczonego walca ko-
fowego o promieniu R przy warunku, Z¢ poczatkowa lemperatura rdwna sig

z
3
”|r=9=“”( :F)i

# na boczne) powierzchni walca podirzymywana jest temperatura rowna (.

143. Zbadac radialny rozk¥ad ciepla w nieskofczonym walcu kolowym
o promeeniu K, kidrego powlerzchnia boczna utrzymywana jest w stale
lemperaturze n,. Poczatkowa temperatura wewnatrz walca rowna sig 0.

144. Wulee o promienin R, na powierzchni ktérego podtreymywane
jest stale stgzenic O, jest odrodkiem dyfuzyjnym. W chwili poczatkowe;
ofrodek jest wolny od rozpuszczaneg substuncyi. Okredlic ilosé substancji O
przedyfundowanej wewnatrz w.ﬂn:.i w chwili ¢, liczona na jednostkg diu-
£Zoscl,

145.4 Dany jest nigograniczony walec o promieniu R, ktorego lemperatu-

ra poczgtkowa wynosi f(r). Przez boczng powierzchnie walca rostaje wy-

promieniowywane cieplo w oloczenie, kidrego temperaturg przyjnmijemy
za rowng zeru, Znalesc m?.'l-:hd lemperatury wewnatrz walca w dowalng
chwili ¢

L
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146, Dana jest nicograniczona rura walcowa R;<r<R,, kidre] tem-
peratura poczatkowa wynosi f(r). Zewngtrzna 1 wewnetrzna powierzchnia
rury utrzymywana jest w temperaturze 0. Znale#é rozklad temperatury
w zaleinosci od promienia w dowolng chwili r=0.

147, Dany jest cienki prel o dlugodei /, skladajacy si¢ z dwdch czesei
jednoradnych (rys. 6). Kogiec x=0 preta utrzymywany jest w stalej tempe-

——

e T,
Rys. 6

¥

W

[

raturze iy, a koniec x={ w lemperaturze 0. Poczatkowa temperatura obu
CEESECT prg;ta jest jednakowa i réwna 0. Okredhi¢ temperature preta w ::hwlh
=}

148. Dana jest cienka prostokatna plytka o bokach /i m (pokrywaja-
cych sig z osiami wspdtrzednych), dla kidrej znany jest peczatkowy rozklad
temperatury. Boki x=0, x=/ podtrzymywane sy przez caly czas obserwacii
w temperaturze 0, a obie podstawy maja dany rozklad temperatury:
(D=x<1).

ymo=00(0),  #],mpm=gy(x)

Znalefé temperaturg dowolnego punktu phytki w chwili =0,

149. Dany jest jednorodny walec o promieniu R i dhugosci /, kidrego
temperatura wynosi f(r, x). W chwili poczatkowej r=0 umieszczamy walec
w ofrodku o temperaturze 0. Na bocznej powierzchni walca i na jego
podstawach zachodzi wymiana ciepla wedhug prawa Newtona. Znalesé
rozklad temperatury we wngtrzu walca w dowolngj chwili.

150. Dana jest kula jednorodna o promieniu R i temperaturze po-
vaigtkowel f(r, 0, ). Na powierzchni kuli podtrzymywana jest temperatura
rowna zeru. ZnaleZé rozklad temperatury we wnetrzu kuli w dowolngj
chwili ¢>0.

151. Pokazad, i¢ mzwiai&nfe rownania

m:ﬂ’u

:IF Hrz 3
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spetniajace warunki brzegowe
uf0, )=P=const, wu(l,tj=0 (F=0)
i warunek poczatkowy
uix, =0 (O<x<I),
moina przedstawic w postaci skodczone

u[x,r}_:i%ﬂi_ﬂ+

" f = J'i (sinl[x—.!‘-}\ff_'re_:.” sin(x—1I) —It ‘")d
e ——ee P T
2ei ) T\ siniafir sin I/ < it

152, Znale#é rozwiazanié rownania

0

przy warunkach brzegowych
u(Q, =0, uf{l.n)=0 /(1>0)
i warunku poczgtkowym
il .o=f(x) (0=x<l).

153, Dany jest pret jednorodny, kidrego jeden konmigc znajduje sig
w + 00 na osi Ox. Drugi konice preta utrzymywany jest w stalej tempera-
turze 0. ]fl‘hany jest poczatkowy rozklad temperatury preta. Wyznaczyé
temperature preta w dowolnej chwili £>0.

154, Dany jest pret péhieskoriczony o izolowancj od ciepta powierzehni
hocznej | znangj temperaturze poczatkowej. Na korfcu preta cieplo jest
wypromieniowywane do ofrodka o tempersturze 0. ZnaleZé rozklad tempe-
ratury wzdhui preta w dowolnej chwili ¢>0.

155. Dane s dwa polograniczone prety (rys. 7). Poczatkowa tertpe-
ratura pierwszego preta rowna sig 0, drugiego u; =const. W chwill poczat-
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Rys. 7

kowej prety zetknigto koncami. Okresli¢ rozktad temperatury jake funkcje
polozenia w dowolnej chwili r.

Riwnania typo eliptyczneso

1586. Znales¢ rozwiazanie rdwnania Laplace’a

-:'fl“‘u+ A 3
ax?  ayt

w prostokacie I 0<x<a, 0<y<bh, jeteli na brzegu prostokata przyjmuje
ono dane wartodcl

Blx=0=Pol¥), “l.t:u_—' Pl(.}?} (D=y<h),
aliaomwels =) O€x<a),

przy czym
'PD(EII} EWD{U} ] ﬁﬂu{b} =ﬂl"1{ﬂ} i

g (O =wola), ¢ (B)=w,la).
Rozwigzaé zadanie w przypadku szczegolnym
; . ORX
po(y=Ay(b—y), wolx)=Bsin—. ¢(n)=plx)=0.

157. Znale#t rozktad potencjatu pola elektrycznego u(x, ¥} wewngtrz
prostokata OACE (rys. 8), na ktérego boku OF potengjal rowna sie U,
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I_|.:

5k A o i

mHHi.t“rt'HfHﬂ

b
=,

Rys. 8

a trzy pozostale boki sg uziemione. Wewngtrz prostokgta nie ma ladunkdw

elektrycenych.
158. Znalei¢ rozwigzanie rdwnania L.aplﬂu:a w polpasie 0<x<a,
N<=y<+ o, spelmajace warunki brzegowe

w0, y1=0, wula,y)=0,

4

il Dy (1ui), uix, +0)=0 (0<x<a).
= _

159. Znalezé funkcie harmoniczna wewnatrz piericienia 1<r<2, spek
niajaca warunki brzegowe

i,y o ul oy=dy.
q
160. Rozwiaza¢ zagadnienic Dirichleta dla rdwnan Laplace’a

Fu u

Fre -J—a—f=:]
w obszarze zawartym pomigdzy dwoma wspdlirodkowymi okregami o pro-
mieniach R, i R; i o érodku w poczatku wspélrzednych. Rozwazyé takze
przypadek graniczny, gdy piercien przechodzi w kolo.

161. Znalpgzé m:-'v-rla?ame rownania Laplace’a w obsrarze zawartym po-

miedzy dwoma mpulhrmjkuwymt okregami o promieniach R, 1 8,10 srodku
w poczgiku wspolrzednych, spelniajace warunki brrzegowe

ah
— =), o =L(0).
'af‘ F‘-'H:
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- 162, Znale#¢ rozwiazanie rédwnania Laplace’a w prostokgcie O 0<
sx=a, O=y<h, spelniajace warunki brregowe

u(l, yd=4, ufa,y)=Ay,

i T
:r:ul ='}1- _I'ﬂ: =0.
UYly=ao AYiy=t

163. Znalez¢ funkeje harmoniceng wewnatrz kolowego wycinka O<p=
< R, 0=f0<a | spelniajaca warunki brzegowe

ulp,O)=ulp,x)=0, u(R.,p)=Ap,

164. Znaleid funkcje harmoniczng wewnatrz kuli o promieniu jednostko-
wym i frodku w poczatku wspdlrzednych, przyjmujaca na powierzchni
kull dane wartodci p{f)=cos? f. -

165. Dana jest cienka prostekatna plytka OACB (rys. 8). Preez bok 04
cicplo réwnomiernic doplywa, a przez bok OB rownomiernie odplywa.
Porostale dwa boki AC | BC pokryto 1zolacja cieping. Znale#d temperature
stacjonarng wewnetrznych punkiow phytki,

166. Znalez¢ rozwigzanie rdwnania Poissona

&Fu I u

ax2 " 0y
w prastokacie D O0<x<a, —~1b<y< b, jeich na brzegu obszaru preyjmuje
ono wartosé 0.

-

167. ZnaleZ¢ poloZenie réwnowagi jednorodne] membrany prostokatnej
OJACE (rys. 8) zamocowanej na brzegu, jeteli na membrane driala cinienie
normalne £ liczone na Jednostke pola.

168. Dwa boki AC 1 BC prostokatne plytki jednorodnej OACH (rys. 8)
pokryte sa izolacjy vieplna, a dwa pozostale boki utrzymywane sa w tempe-
raturze zerowe). Znalel stucjonarny rozklad temperatury prey wamnlr.u
¢ w plylee jest wydzielane cieplo z gestoscia 0= const.

16Y. Znalez¢ stacjonarny rozkiad temperatury w przewodniku o prze-
Kroju prostokgtnym, ogrzewanym stalym pradem, wydzielajacym w jedno-
stce objetodel ciepto @, przyimujac, 2e oddawanie ciepta do oirodka o tem-
peraturze O przez powierzchnig przewodnika przebicgs wedlug prawa
Newtona.
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170. Rozwigzaé rownanie Poissona

&*u ﬁ"u_

R RO il

dla kota o promieniu g1 srodku w poczgtku wspdtrzednych, przy warunku
brzegowym u|,...ﬂ=[.'r.
176. Znalei¢ rozwigzanie rownania Poissona
Ezu_l_-ﬂlu ;
i sty
w kole o promieniu R i frodku w poczatku wspotrzednych, przy warunku
brzegowym #|,-g=0.
172, Rozwiaza¢ rownanie Poissona
Pu &u it
Ez—i_ﬁ?-: 12{x"—y7)
w piericieniu asr<b, jezel
d
SR

ol e

Poczatek wspolrzednych znajduje sig w srodku pierécienia.

173. ZnaleZé rozklad potencjalu pola elektrycznego u(x, v, z) wewnatrz
prostopadioscianu o przewodzacych Scianach, jezeli boczne $ciany prosto-
padlodcianu oraz pdrna podstawa sa uziemione, a dolna podstawa ma
potencjat V.

174. Walec o promieniv podstawy R i wysokofci A ma temperaturg
podstawy. dolnej 1 powierzchni bocznej rdwna 0, a temperatura podstawy
gornej jest znana funkcja promienia r. Znaleic stacjonarng temperaturg
wewnatrz walca. =

175. Powierzchnia boczna walca o promieniu R i wysokosci b zostala

pokryta oslong nieprzenikliwg dla ciepla. Dolna podsiawa utrzymywana

jest w stalej temperaturze 0, a temperatura gorne] podstawy jest okreslong
funkcja promienia r. ZnaleZ¢ stacjonarng temperaturg wewgtrznych
punktow walca.
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176. Rozwigzal zadanie 174 zakladajac, 2e powierzchnia boczna walca
jest rownomiernie chlodzona w powietrzu o temperaturze 0.

177. Walec o promieniu podstawy R i wysokodei & ma temperaturg obu
podstaw réwna 0, a temperatura powierzchni bocznej jest znang funkcja
wysokosci z. Znale#Zf stacjonarng temperature wewnetrznych punktéw
walca.

178. Znalei¢ rozklad potencjalu pola elektrostatycznego wewngtrz
pustego walca o promienin R i wysokodci &, ktérego obie podstawy s3
uziemione, a powierzchnia boczna ma potencjal V.

179. Rozwigzal zadanie 177 przy zalozeniu, 2e podstawy walca sa izo-
lowane cieplnie. L

180. Dolna podstawa walca o promieniu R 1 wysokodei H utrzymywana
jest w stalej temperaturze u,. Powierzchnia boczna 1 dolna podstawa walea
sy réwnomiernie chiodzone powietrzem o temperaturze 0. Znalezé stacjo-
narny rozklad temperatury wewnatrz walca, '

181. Gorna podstawa walca opartego na cieplnie izolowanej podsiawie
jest jednostajnie nagrzewana strumieniem ciepla o gestodci g plynacym
w kierunku réwnoleglym do osi walca. Boczna powierzchnia walca jest
rownomiernie chlodzona w powietrzu o temperaturze 0. Znale#é stacjo-
narny rozkiad temperatury w-walcu.

182. Znale#é stacjonarpg temperature wewnetrznych punkidw potkuli,
jefeli powierzchnia kulista utrzymywana jest w stalej temperaturze wu,,
a podstawa pdlkuli w temperaturze 8.

183. Kula o promieniu R jest ogrzewana plaskordwnoleglym strumieg-
niem ciepla o ggstosci ¢, padajgcym na powierzchnie kuli, i oddaje cieplo
do otoczenia zgodnie z prawem Newlona. Znale#é¢ stacjonarny rozklad
lemperatury w kuli.

184. Znalei¢ rozwiazanie rdwnania

Av+k*e=0
wewnatrz kulh o promieniu R, spetniajgce warunek brzegowy

o], -x=f(0, ®).

4 Fadamip z rdwnad roinickowych
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185. Znaleic¢ rozwiazanie rownania
Av+k*v=0

w obszarze D¢ D<a=r<h, 0< <2z, 0fi<a<n, spelniajace warunki
brregowe
U

p=g= Y

=0, tlo=,=f(r)e"",

gdzie m jest liczby naturalng,

ODPOWIEDZI 1 WSKAZOWKI




Do §1
*u du
1. ik £ar
ﬂﬁﬂqdi_% 3 =0; {=x+y,n=3x—y.
: Pu Pu u
1 ———- i :2 —¥V.H=X.
afi+ﬂq’+ﬂq 0; &=2x—y.q=x

a*u

3. g,,’+f“+ﬂl"g%+ﬂ%+*“““ E=x+y,n=¥.

Pu nw—E&fou  Ou 3 ;

4. i =0;: f=2Ix+4 +y,p=2x—sinx=-y.
2o 32 (ac ﬂn) oA :
a x 1. 0w 1 m

- Tttt St E e I Re T L L St e Tt
a* oyt L-n O M oy
*u 28 du

R ={:

p e AT {= ysmx n=y.
#u % 1 du arz

Tome e v ml)y Fe=x, = =0);
a£1+anz +3".I 5?1' 6 x.n ‘i:’" {F }

& u du Ou
=0; {=x-§(—3"",
d&dn 5{45 n)\ &% ﬁfi') ' .
n=x+4(-»"" (y<0).
&Fu 1 éu 1 du x*

5. et e s et =0 E=xy, =—.
0on 4y OF & oOn gl
2 2

9, g;: ; =0; E=In(x+v1+%%), n=In(y+V1+y?),

Odpowiedzi i wskazdwki do § 1 53

g Fu_ 2 e
i T S O B ek it
#u r.t—ir(ﬁu ﬂﬂ)

11. - - =0: f=x—2v -y,
7 it 2 T i S e,

:j'=x+2w.-'f~_y (y<0};
3%u ﬂu zu-—l du
EP.’ éh’ n a,,

=0; &=x,1=2.[y (y>0).

Do §

12. a) u(x, )= p(x+y—cos x)+w(x—yp+cos x).
b) ulx, y)=p(vVx— V) +y(Vx+ ).

13. u(x, )= Vx[y () +w(¥/x).

14. u(x, y)=p () In y+p(xy).

@ (x—y)+wix +.FII_
X

15, u(x, )=

Wskazowka. Wprowadzi¢ nowa funkcig o, przyjmujge v=xu.

16. u(x, }f:l='w. gdzie X(x)i ¥(y) sa dowolnymi funkcjami.

Wskazdwka., Wprowadzié nowa funkcje o, przyimujac v=(x—p)u.

2 2
. ){H?l{x:"l‘ ().

18. u(x, y,2)= liz*.v]w(— I)"H"'(% ;)

17. u(x, r}-ﬂp(~

gdzie ¢ i w s3 dowolnymi ﬁmh:jami.

Wskazéwka. Wprowadzié nowe zmienne niczaletne &, 4 i { wzorami

¥ z
¢=';':- ) ?I c Z=—y.
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1. ulx,», t)=plc+ Va1, v+ Vau, )+wx—Vay, t,y-Va, 1),
gdzie ¢ 1 v sg dowolnymi funkcjami, :

20. uix,y)=(x—y) Hilx+¥)+x+y) filx—y)+Alx =0+ falx+),
gdzie 1y, fi, i1 [y sa dowolnvmi funkcjami.

2L a) b* —ac=1-x*+y*. W obszarze 1 —x*+y*>0 réwnanie ma typ
hiperboliczny, w obszarze 1 —x*+ »* <0 — typ eliptyczny. Krzywa x* —p*=
=1 jest linig parabolicznodcer.

= | 9 ( 14+x 1+x )
H s Fi= ¢ e | #
y+a1 —x1+y“) F(}:—JI—I’{P"

Wskazowka. Przy catkowaniu rownania charakterystycznego

(xytn1—=x2 +32) dx +(1 =x ) dy=0

wprowadzié nowe zmienne z, ¢ wzorami t*=1—x", y=z1.

b) b —ae=x*+41*—1. Na zewngtrz okregu :r:;+_y2 =1 réwnani¢ ma

typ hiperboliczny, wewnatrz okregu — typ eliptyczny. Sam okrag jest linig
parabolicznosci.

1—x 1—x
"{11}’]=P( e |+ V| ———= |-
y=a'x"+y =1 yHxT+y =1

22, Jezeli b, = b, =0, to rownanie L{u}=0 ma dwa rozwigzania funkcyj-
ng, 1 ogolne rozwiazanie réwnania ma postac

w(x, ¥)=wyla, x—y)+yla; x—y),
zdzie w, 1w, sa dowolnymi funkcjami, a «, i a, pierwiastkami réwnania
334 :EJHEH11|I+H;._1=H.

Jeieli by #0, by #0 i na przykiad a, =b,/b,, to réwnanie L(1)=0 ma jedno
rozwigzanie funkcyjne 1 ogdlng postacia tego rozwigrania jest

(s by — b, x— :
”f11}r]='-31p{'}'1'{ 22 E; (@ }I]} g x—y)+ paloy x—¥),

gdzie ¢, 1 ¢. sa dowolnymi funkcjami.

Odpowiedzi i wskazdwki do § 2 53

W przypadku gdy rownanie L(#)=0 ma zmienne wspétezynniki, por.
prace Jerugina ().

23, Réwnanie L{u)+ Cu=0 sprowadzié do postaci kanoniczngj, a na-
stepnie szukaé rozwigzania w postaci u=vw. Por. takie notke (*).

24. Zastosowad metode kolejnych przybliZzen. Por. takie notke (*).

25. W rownaniu () zastapi¢ zmienng x nowg zmienng

t=2(2n+1)x,
otrzymujac
] 1 &*u rﬂ:u+iﬂ+l-ﬂﬂ
() P L T R TR

Oznaczmy przez i, funkeje spelniajgca réwnanie (1). Funkeja ug spelnia
rownanie

(2)

1 u ., I dw
_._;.sf_ Tﬂ‘i'_' Lo
4 oy g2 o

Ogdlne rozwigzanie rownania (2) ma p:::ﬁtﬁf.
(3) ty=Fy (N1—p)+ F2 (¥ t+7),

gdzie F, 1 F, sa dowolnymi funkcjami.

Jezeli funkcja u, jest znana, to funkeje u,,y mo#pa po prostu otrzymac
przez roiniczkowanie. Rzeczywiscie, réniczkujac rdwnanie (1) wzgledem
t, otrzymujemy dla du,/d¢ réwnanie

Sl _tai T +2{r_=+1}+1~_i_(ﬁ=i!)
4 ay*\a) e\ 2 d \ et

pokrywajace si¢ z rownaniem (1) dla funkeji s, ,,. Tak wigc

du
Uit J"}=E-},_:'

Stosujac ten wzdr a-krotnie do funkcji #, 1 powracajac do ﬂniennaj o
otrzymujemy szukang ogdlng postaé rogwiazania rownania (#).

(1) Jerugin N. P. (Epyvrau H, IL), PYuRyoNa sro-ulsapPUaNmALE pellcilin ypas-
HEHUIT GIMOPO20 ROPASKA C CE¥MA REIEUCHMBIMU Mepesennsidy, yeense samcrn JITY,
Cep. MAaTEM., P. 16, 1949,
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26. Oznaczmy przez u, rozwigzanie réwnania (*). Przy n=0 mamy
Lode Sy 2 lng

a* o % x ox

Ogolne rozwiazanie tego rownania ma postac

P{x—al)+ ?’!ﬁfﬂf]

Hﬂ'{x £ t] ] %

gdzie & 1 ¥ sa dowolnymi funkcjami, :
JeZeli rozwigzanie w, jest znane, to latwo sprawdzic, Ze u, ., okreslone

jest wzorem
d fu
i 1)
dx\ x

Stosujgc ten wzdr n-krotnie do funkcji wg(x, 1), otrzymujemy ogdlne rozwig-
zanie rownania (*).
27, Zrodniczkowaé réwnanie
0’z 8z Oz

ixby B By

(x—¥) 0

(m— 1)-krotnie wzgledem x i (n—1)-krotnie wzgledem y.
28. Otrzymujemy
1 4 /X(x)-Y(»
| ( x—y ) ;
gdzie X(x) 1 ¥(y) =a dowolnymi funkcjami.
Wskazdwka. Wprowadzi¢ nowa funkcig », przyjmujac w=(x—y)" 'v.
29. Rownanie E(x, f)=0 ma rozwiazanie szczegodlne postaci

(@a—x)""(y—a)~", gdzie a=const.
Funkcja

¥
wlx, y= [ plz)z—x)"*(y—2)""dz,

gdzie g (z) oznacza dowolng funkcje, jest take rozwigzanicm rdwnania-
- E{x, =0,

Odpowiedzi | wskazdwki do § 2 57

Oznaczmy przez Z(a, f) rozwigzanie rownania E(x, f)=0, Mamy wdw-
CZas '

(1) e Z(a, B=(yp=x)1""2Z(1 -8, 1—a).
Funkcja
!F{z}{z—x}’”{y-ﬂ"‘ﬁz ;
gdzie w(z) oznacza dowolng funkcig, jest rozwigzaniem rownania

E(l1—f, 1—a)=0 1 dla réwnania E{z, §)=0 na mocy (1) otrzymujemy
NOWe rozwiazanie

0=2""* @ =3P (=2
Ogélne rozwigzanie rownania rJE'{f.ac, ﬁ}=;ﬂ ma postac
uGe, )= | 0=~ Pdz+
=)' [y @G- -z
Jli'r?dst;;vi?]ja: z=x(1—1)+yt otrzymujemy szukane rozwigzanie rownania
o, M=0,

30. Przyjmujac we wzorze (1) z zadania 29 a=a'+m, f=f'+n
1 uwzgledniajac rdwnoéé

z('ﬂ'+m,'ﬁ“+n:i= e r:z'.r_lfi_ﬂ.l}I
ex"ay
otrzymujemy
mtm i
R S T ) R e S i

ax"3y"
Stosujge znowu wzdr (1) z zadania 29 mamy

Wizl , : gt 7 (1—f, 1—a)
}'—:-:}1 Irz[]-_—ﬁ —.n,lnm—rm}=—a:xnayt(.a_x =1 )

Zastepujac ', f', m, n odpowiednio przez 1-f§, 1-a', n, m ﬂtra:fniujemy




(2) Z(x'—m,f—n)=(p—x)"T T

Podstawiajac «' = f"=0 olrzymujemy

&:I.H'+l

.53 Gdﬁnwi&dzj i wekazowki

E.-‘m” Z(x', '} )
&I" i ({yux}l—ﬂ—ﬂ' =

E-_ml_n ={' _Im+rl+_lﬂ ~
| )=(y—x} 23y

31. a) Otrzymujemy

N(I}—l’{}'}j
"‘( x—=Y 3

ulx, yi={y—x) "4

gxey Wy

gdzie

ag"r S F(a4n, f4m)
AL ma _x}l—s—ﬂ—n—ﬂ .

|
Zig+n, frm=(y—x)' """ [ plxH(y—x) (1) T "dit+
0

1
+ Jwix+(y—x)ep" ">
d )

1.||r-1 i I}a 'I'I'I—ldi. 5

Wskazowka, We weorze {2) z zadania 30 zastapic «f, ', m, # odpowie-

dnio przez «+n, i+m, n, m.

b) Otrzymujemy
ulx, p)=(y—x) *°F

gdzie

2z (—fm, —a= m

A a m+jf.|}'"+1

—B—m, —a—n)=(y~ jl”"’“"“"[r..:'(xHJ’ — )L 1)+

+ _[ w e+ {y—x)t)t el ) = | R

Wiakazdwka., We wzorze (1) 7 zadania 30 zastgpi€ ', f', m, n odpo-
wiednio przez —(fi+m), —f{x+n), m+1, n+1.

32. Szukamy rozwigzania réwnania Flu)=

r=v T —(x=8).

Wowczas dla @(r) otrzymujemy réwnanic

0 w postaci u=®(r), gdzie

Odpowiedz i wskazowki do § 2 39

d=¢+1+za 4D ap .
dr? r dr
ktérego jednym z rozwigzad jest

Uy =@(r)y=r "J_.(br).

Poshugujemy si¢ teraz nastgpujacg wiasnoscig réwnamia Flu)=0:
jezeh w(2a, x, ) jest rozrwigzaniem tego rownania, to rozwigzaniem réwna-
nia jest takze funkcja

¥ u(2(l—a), x, ¥).
i jako drugie rozwigzanie tego réwnania obieramy
uy=p ", (br).

Lalwo sig przekonujemy przez bezposrednie sprawdzenie, Ze réwnanie
F(u}=0 jest rdwniez spelmicne przez funkcje

xty Xty

s, )= j Py s, uds, Ferir —ﬁﬂ— (bR aE

gdzie ¥ 1 & s3 dowolnymi funkcjami.
Tworzac sume ostatnich rozwigzai 1 wprowadzajac podstawienie
E=x+y(2t—1), a tak?e korzystajac z Oznaczenia
l—v)z*

J_[(D)= — J_A2),

otrzymujemy ogoine rozwigzanie réwnama Flu)=0.
33. Nale?y szukaé rozwigzania w postaci

u(x, )=@(x) Flo(x)—1).
Otrzymuemy
a) u(x,=/xF{lnx—1),
b) ulx, )=e "Filx?—1),
gdzie F, 1 F, sa dowolnvmi funkcjami.
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34. Nalezy szukaé rozwigzania zaleznego tylko od p.
a) Otrzymujemy

Cﬂ-ﬁh‘.j;
|4'I{J:,_g-r.l']=—'||:I| |

gdzie p=v(1—1)? —(x-& - (y—1).
b) Otrzymujemy s itk
ol =eo) eIl en)y
i
gdzie p= Jir—-12 - (x=-¢&)* —{y—n) —(z—=0)% a R jest funkch.r:gulam;.

35, u(x, V=3 +12
Wiskazdwka. Nalezyv wykorzystac ogdlne rozwiazanie

TE P o E +R,

wi(x, yl=p{x+ ) +w(3x—y)

danego réwnania.

x4+ 2¥

36. uix. ¥V)=polx—y)1+% | o(x)dx.

=47

Ez—-l ﬁl——t [ :
o)t (5) o J+ ()
e | iy dz.
z 2z

37, uix, y)= 3 e
=
gdzie
{ 3
. — x4+ 14+x
m:{x+J]+x1}{j+w*1+y1}, fl= ——— -
v+ 142
x—clnxz+¥
—sinx+ ¥4 @yl x4+sinx — i
3“. H{x’}f}ﬁﬁn(l— - .}r]zwl:l'( P}'i"'z— J. IFI{E}EI-
T+Ei =¥
39, ulx, y)=flx+y)+
=Ly =—4y
+
+§-ﬁp{—xﬁy}( I et* f'(2) dz— I et F{z) dz)-
E+y xky

1 2r
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x/y ;
0. u(x, Y)=3pox 3P +1y wu(-f-)%tfﬁ j Polx)xc 4 dx -

i ; Wy
Xy

~3Vx%y f pu(x)x " dx.

=5
41. Nalexy skorzystaé z ogdlnego rozwigrania

¢lx—at)+ ljli’-{;l: +:ﬂ}
h—Xx

uix, N=

danego réwnania,

F+ar

(r—an ¢(r—at)+(r+at) P{'+“r}+ﬁ_ I pw(p)dp.

42, ulr,t)=

Wskazdwka. Wprowadzié wspoirzedne kuliste.
Oczywiste jest, 2e rozwigzanie u nie zalezy od wspéfrzednych katowych,
~a wigc rownanie falowe sprowadza si¢ do réwnania

ﬁ"u_ l(ﬁzu_i_i_ﬂﬂ
a2 \e? ' r or)

Ogodlne rozwiazanie tego rownania ma postac

e, (r—at)+ &;(r+ar)

I-ll'{'.". t:]——.-

gdzie @, i @, sg dowolnymi funkcjami.

L
S & - 2 £ =
43, u{x,y}:-}_.g{g; r(x+my*‘“+=‘{2:-1)):’ Yi—1f Tt +
1]
1 :
% ¥ ?(x-l-;n%? y”"’”’(lt-l]) t=81 =1 " dt,
0
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gdzie
P L r{s}=i‘e"r‘_‘ dr dla s>0,
2(m+2)"
1]
44, uix, v)=
1
r—a—p)

2
e Pl i g Aoy ):" 1= " dr+
r{l—a}njlumy_l-'(x m+2” St LR

0

e |+ (=

i |
et Vo N el . )r""l 1ty s,
F@ I'(B) il e
]

m+L

gdzie
' m—2a m+42a
am+r | 2tm+2)

. m
|a]-r:E-

W przypadku a=1im mamy

2
=1 x+—— ¥4
u(x, v) (s:+ﬂu_|_2,|r )

L

2y ( 2 Ym | 2) —m/{m+

¥ rigeL i = AR ) 2424 | N kg

m4-2 v(x m+2'¥ ( ) )¢ ) '
0

Natomiast w przyvpadku a= —<n mamy

2
Fim+ 1}
ULxX, V)=T|] X= ¥ 4+
( }*} ( m+2° )

2v :

+ = ] vi{x+
m+2 (

]

b PL TR _py—mf{m+2)
s L l;r)H 1) dr.

Wskazowka. Sprowadyzi¢ rownanie do postact kanonicene) 1 skorzystac
7z ogolnego rozwigzania, otrzymanego w zadaniu 25,
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t(x—2 ) +rix+2v—w) »

<).
5 )

45, ulx, yv)=

Wskazédwka. Nalezy skorzystadé z ogdlnego rozwiazanmia w(x, ¥)=

=8(x—2 J :__v} + @, (x+2 NI :_:p} wyjiciowego rdwnania.
46. Przy im<zx<1 mamy
1

_re-2pytt ( Y T ) T
H{I’ﬂ_{ﬂl—ﬂ]riil—ﬁ] v I+E.-m} (2e—1) ¢ 7 (1—1)
0

1 _
r2g) R ).!-1 Py
+f‘ﬁ} I(I-I-E_—'_;ﬂ} {Et ].:I' 'S {] f}’ { g
LE

Przy m—1<a<im mamy

u{x: y)= 5

i=a
={{£;]Eﬂ:-ﬁ) ¥y (I-Ir E_E—Hi J_.i (I—MJ[Et_I]) I—E—I(l “I‘-:r-ﬁ_l di+
L]

1

F2+28) - i A (2=myen --l)tﬁl—t Bt —
i h 1(x+2_m_1 (2t=1) ) (1 1)
0

1

__ A+ aem "T-(JHr .F"_].-'E'if“‘][m—i})x
G—m) I1+B) ~m
i

% f(1—-0f(1-2n4t,

2oe—m p ik Gy
—+ Przy a=
202—m) J

pdzie fi=

: 1
u{x7ﬂ=?—(é];ﬂﬂ-}+i—j— j v (r)drt,

e

2

gdzie Em o PR i Sy
2am” 2—m

3 {2—m)
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Wskazowka. Sprowadzic rédwnanie do postact kanonicznej i skorzystad
z ogolnego rozwiazania, ofrzymanego w zadaniach 29 i 44,

o u{x.y}=?1J {x+y(11+1}]
i}

(t(1—n)—*

T,_ 2y t(1=-D)dt+

1

—aa [ M{x+y(2—1)) - et
+72 5 j =y J_(2by~t(1—1))dt,

I(2a) _ re-2)
e’ ' (=2a)0-a)

A

=
Wskazdwka. Por. zadanie 32.

48. v(x, y)= [ wi(0) F(y(x—0))dt+
o

+ E wa(f) F(x(y—0)dt+p(0) F(xy),

gdzie F(z)=J,(2i/Z), oraz

x

d
wi(x)—w,y(x)= o ‘[ (e4(t)— wy(1)) F(1(1—x))dr,

a

' d L
Wy X) +walx)= 5 (_P(I}“EI p(t) F(z (t—x}}dr)-
Wskazéwka. Nalezy skorzystaé z ogolnego rozwigzania zadama 24,
(Por, takie prace Jerugina cytowang na str. 55).
49. Hl:_t,, ¥ f]:f[.t— Vilyyt, Fe Eli'}+

.::"I'!"lni

+——=—_—= j [xa”_i"’{x y}+*..l“n;;f,{1 P}+F{x,P})diﬂ

Odpowiedz 1 wskazdwkido § 2

Przy catkowaniu nalety przyjac

p= \/{Hn
ilyy

Wskazowka. Por, zadanie 19. u(x, J',.I']=.‘L' Pyt +(ayy +a12}rj.

50. 8u(x, y)=4(t(x+y)+1(x~1)~

—2y(t'(x+ )=t (x— =2y (v(x+y) +v (x=)+

x4y z+ ¥ Xy

F el

+6 [ v(t)de+2y £ v, (1) dt - _[ I:(x—r]i—yz}tfl{r}d!..

Wskazdowka, Por. Zadanme 20.

1. u(x, £)= ¢=(—: +w(”:’) p(0).

Wskazdwka. Naledy poshuzyé sig ogdlnym rozwigzaniem
u(x, )=8,(x=0+8,(x+1).

S i
52 u(x,,ﬂ=¢r( I4 y)+w(y—4f)—ﬂﬂ]-

‘x4+24 —y x=2y =y+1 1
33, “{I-J'}f Fi("_"—'—""z )-!- lF:( 3 — P 5 )

Wskazowka. Nalety skorzystadé z ogolnego rozwigzania

u(x, y)=0,(x—2 =)+ 8,(x+2v =)  (y<0).

54, ulx, y)=g(x—-2+ —yl—m;[%xquﬂ @a{dx+4 — ).
WEkézﬂwka, Por. wskazowke do zadania 53.

B8, u(x, =g (PH) (1&_1}4_!{;1{:‘:_'}})+w[f1(x-t}},

2 2
gdzie r=x—f(x), skad x=1,(z).

5 Zpdanmin = rdwnad rdiniczkowych
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r sreFemainy; -R R
REYRILRE SR : slgzenie jest réwne zeru. Przy : -::Hr+ stezenie
| ‘x+1 A+ e—1)y | fx—t a a
uix, I]'———Ei"(—z- —Ij'?(-- -2{1_-#.}--)+I,u" 3—&; . S_Su{?'“ﬂf]

Wiskardwka. Seatkowad dane réownanie przy warunkach: r
nlx. t)=@(x) na charakterystyce x—1=0; Wskazdwka. Zadanie sprowadza si¢ do rozwigzania rdéwnania
P Y na krz y I: f=7Ff
wix, N=wix) na kreywej L: t=F(x), g 2 alg %S 5§
przy czym @(0) =y (0). o ﬁ+.'|:5E]F-q-F :
56. Rozwiaranic

. (x—+@plx+1) 1 d
uiix, I)=?U--- ik 5 J @, (z)d=

: 4 . S, dla r<R, &S
Sl|I!=II:|'='I

przy warunkach poczatkowych

={]+

0 dla r>R, E.tan
Nalezy wykorzystaé takze wskazowke do zadania 42.

spelnia warunki poczatkowe.
Na charakterystyce x— =0 rozwigzanie przyjmuje warlosc

oo0)+ po(2) L[ 3 58, Ksztalt struny w chwilach
()= — zidz. i
: 2 2 J #il&) I 1 st 3 7 ol
Q I__-_:r —, ==, m— ——, —
RﬂEWi%’Zﬂlle da a da 2a ; 4a 4a
14k 3 1
. Eﬂu(-‘ﬂ-i-f,!—@?u(i—&[at—ﬂ}) i x4t przedstawiony jest na rysunku 9.
X, )= I = = A 2dz uh
20X, 1) w(l—k) 3 5 J- pi(z) /""_"‘\ . F=0
1 S | T ; 3] 3 i
1_[;[1 l i s I <k
o 3 ot gy i - e e ] e ‘;.r: "IF'F' o
1151 m DEf.IE_] r=kx przyjmuje wartosé w(x), a na charakterystyce x—r=0 R > .' = T X
rowna sig @(x). g i
Aby na charakierystyee x—t=0 pokrywaly sig nie tylko same rozwiagza- - T . — . 0 -
nia u, i, ale rédwnies ich pochodne cegstkowe ragdu pierwszego, potrzeba . . ! if"_"‘\ ﬁ te gt
1 wystarcza, Zeby bylo ¥ AT o e ” o g v P
du, Bu, e o Gpoa
s B LRy 2T -
dn  dn : g 21 _f_.ﬁ‘_ . ¢
gdzie o jest normalng do charakterystyki x — =0, Warunek ten jest spelnio- - ki ;) : 4o i
ny, jefell Tunkcje znane w zagadniemiu spehniaja dodatkows rdwnose ' e = £ g:
——— ; [
K+ 3 o004+ 2k o (0) =24 (0, - T Ty J 1 ¥ e WrOE - AT
( ) (D) + 2k (0) =21 (0 _ N g = x

Fr—R r+R
87, Prey ¢ loiacym wewnatrz przedzialow (U, ) i ( i i ik ﬂﬂ)
a a
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59, uix, t)=wix+at)—yix—at), gdzie

0 dla —ww<z<=c=401,
f z— 2
Wiy, 5511_@-- -{:}|+::-:+5E dla —e—dh<z<—c+4h,
2am h h ' -
ho 2
_ir'.';_:,[m e dia —*l:-l"ik{.:{f‘—i'ﬁ,
w(;’]ﬁ LI
oy  2me ogh o n(z—c T T
T e - z :
s COS T +Ezm' sin p
%ﬂsﬁfﬂ_f dia e+ith<z<+m.
an h

przy warunku brzegowym u|.—,=Asin w? i przy zerowych warunkach
poczatkowych dla x dodatnich. ]
61. Otreymujemy

M .S
i) Uu(l_EIP{TPU E{x-ﬂf}}> dia x—ar<=0, _
u(x, t)= ¥Pe S Ma

] : dla x—at>0,
gdzie p, jest poczatkowym ciénieniem gazu, § — polem poprzecznego
przekroju rurki, a y=cple,. :

Wskazowka, Zadanmie sprowadra si¢ do rogwigzania rownania
=2 2
u du

2
at”

~¢
(x=0), przy warunkach

= du(0, 1) » du(0, 1
R, R
Bu(x,[i]_ du (0, 0)

0).
3 0 (x=0) o

M

1

wix, D=0 (x=0),

=En-

Odpowiedzi | wskazdwki do §2 69
62. Na podstawie symetrii moZna ograniczyé sig do rozwaiania struny
przy x=0 i zastosowac metodg charakterystyk do catkowania réwnania

i Y
AR At

{(x=0), przy warunku brzegowym

Miﬁf}_ =2Tﬂaﬂ ]
ot =0 0% |yug
1 warunkach poczaikowych
du(x, 0 &u,(0,0
Hl[x’ ﬂ}=ﬂ (I}ﬂ}r %‘__ﬂ {I}ﬂ): ul{*j' ]= Uy
a

64, Zastosowa¢ metode charakterystyk do catkowania réwnania

&u Fu E

R 2% i 2
At ﬂ-:':r'xz’ gd N p

(E jest modulem Younga, p — gestodcia objetosciows preta) przy warunkach
brzegowych

au
Hli=a=0, = =0,
I.'l: 1] ax b
gdze (=0, i warunkach poczgtkowych
: O
() “lmo=g0(x), —-| =0
[ |i=g
gdzie O<x<l.

Funkeje @q(x) i @,(x) przediuzamy z przedziatu (0,7) na przedzial
(1, 2{) wedlug wzoréw '

. Palx+D=py(l-x%), @(x+D=p,(-x).

MNastepnie przedluzamy je z przedziatu (0, 2/) na przedziat (—2/, 0) jako
funkcje nieparzyste, a dalej jako funkcje okresowe z okresem 4/,
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65. Otrzymujemy a dla drugiegoe walca:
x\ VE, p,—vVE,p x - .o P
m'[x,t]=f(i——)+ A ." g :f(t+—) (—so<x<0, t>0), vy dla Berdr =,
a1/ NE;p,+VE;p, o i -
2 E, p, b 2f—x l—x
Halx, t)= f(t~~.~--) Qex=< i ey +v,) dla ——<i< s
VE; p1+VE; 05 az Sl dic L ; e, t)_ | i ¢
gdzie f(x)=0 przy x<0. ; d 3l—x [+ x
PT.E}T E1P1=.E;_,E?g ’[}r&k f'&li ﬂdbitﬁj. _ A it dla - ﬂ—*ﬂfﬂ:—ﬂ ’
Wskazdwka. Zadanie sprowadza si¢ do rozwigzania rdwnan q ; .
+X -X
uy 0%, Hog+ey) dla o <t<——

':ﬂnri"ma‘ﬁ'x_‘ (=m<x<0, t>0),
au, Aty gdzie u,(x, 1) jest podhiznym przesunigeiem przekroju plerwszego walca,
?%ﬁﬁ (l<x<ox, t=0) 1 a uz(x, 1) jest podiuznym przesunieciem przekroju drugiego walca.

' . dull,

Przy ¢ > 2lja pochodna staje sie dodatnia i Zjawisko uderzenia

przy warunkach
1,00, O=u,(0, 1, Elﬁu 10, ﬂ: EiM’_’E (t20), koficry sie. W tej chwili walce zamieniaja sie predkosciami, jak to widag
dx ox A z podanych wzordw.
x dux, 0 : Wskazdwka. Scatkowad réwnania
uﬂ:x,m#(—;) ik ‘(—f‘-) T ; 1 ;
1 ay 1 a* 2 d d*u
| ol T Lo B W Sl S L Y )
duty(x, 0) k- ar* o> i’ ax?
wa(x,0)=0, —2 2 7_0 (0<x<uw). ;
przy warunkach brzegowych
66, Dla pierwszego walca Gur(x, 1) jest funkcja okresowa o okresi '
: =, 0 1 -
T=4{la: 1 ; > 3 du1(0, IE___ ‘ﬂ?ﬂ=[},
: dx : dx
¥y dla ﬂ{r{:, ) 1)
a EHI{.I, t ﬂu:[ .
b uy (1, D=u,(l, 1), L=
vy +uv;) dla x{'{H—x' : * dx ox
Outy(x, 1) # 4 i warunkach poczatkowych
5 l+x M- | Buty(x . 0
Uz dla S i Ml wix,00=0, uslx j’=ul (0<x=l),
il a gt
H—x 3l 4x g .0
Yooy dla —— <t s (s 0)=10; ‘“1{;-—2;:2 (i< x<20).
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67. Rozwigzaniem zadania

&*u 0%
F:ﬂ F, H[ﬂjt}mn {r;u}‘l
&'u 2 Gl
{‘J mi ﬂfz ;1_:1: d. E;:—I'
u(x,0)=0 (0<x<l),
du{x, 0)
ar =0 {Dix-f:ﬂ-
d
_u=—~[:u dla =01 x=l,
dt

M ! s
gdzie m-__ErI_p‘ a @ jest polem poprzecznym przekroju preta, jest

ulx, i)=glat—x)— glat+x),
gdzie
p{z)=0

] L. ind
pR)= (1= ™)
-

;PG ey 2 -3l
p(z)= —Ee mi _|_m L(1+—-{z-v31})e i
a a ml

------------------------------------

Rownanie na przedhuzenie funkeji p(z) poza przedzial (—/, I) ma postaé
i1 1 ] [ I F
P+ — e (D= (z=20}—— ¢'(z=2I) (l<z<m)
ml ml

Przy okredlaniu funkeji p(z) w prredzialach (34, 50, (51, 70), ... nale2y
uwzglednic cigglosé wix, 1) 1 dufdt przy x=I w chwilach t=—, —, ...

Rozwigzujac zadanie przyjmowahsmy, #e pret w jakis sposob laczy sig
z uderzajacym cialem i warunek jest speiniony w dowolnej chwili 10,

(—il<z<l).

{l<z<3l),

(31 <z <5I)

Odpowiedzi i i wskazowki do § 2 73

Jedli jednak cialo oddziela sig od preta, to utrzyniane rozwigzanie ma sens
tylko dla tego przedziatu czasu, w ktdrym u,(/, t) <0. Gdy dla tego SAMego
rozwigzania u (x, r}) w punkcie x=/ staje sig dodatnie, zjawisko uderzenia
koniczy sie. :

Dia 0<t<2lla mamy

g S
ux[Igt =_'-"'E mi{ﬂ
i

1 proces uderzenia ni¢ moie si¢ skoficzy¢. Dla 2/ja<t<4//a mamy

g o
ufl, n= i il [l +2g4™ (1_‘11._.5_[)]
Hi

1 wu,ld, 1) staje si¢ dodatnie, gdy

2ar 4
——=—424e" ",
ml m
Ostatnie réwnanie mo2e mieé w przedziale 2lla <t <4lla pierwiastek przy
zalodeniu, ze 2 +e” *™< —4/m. Réwnanie
4
24—
i
ma pierwiastek m=1,73... Jezeli m<1,73 ..., to uderzenie korczy si¢
w chwili ¢, ktora nalety do przedzialu (2//a. 41/g) i okreslona jest wzorem

1
t=— (24 m+Lme™ ™),
a

Jekeli m::- 1,73 ..., to moZna podobnie sprawdzié, czy uderzenie koficzy sig
w chwili 7 z przedziatu (4)/a, 6//a).

68. Otrzymujemy
" ulx, )= plat—x)+ plar+x), gdzie
@(z)=0 (—l=<z<l),
mlp Al
cﬂ{z]=-—a- (2—e ™) (I<z=<3D),

miv 22 mile 7 _x—3l
plz)=——=(2-2 ™) (1+ {E-—SI})E m (3<z<5l),
t i mi

.-
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Rawnanie na przediudenic funkcji ¢(2) na zewngirz preedziahu (-7, 7) ' przy warunkach
ostad i 5% 4% gl
Sy 1 1 ' il =0 oase -—-.g——fva—"L (r=0),
)+ — g(z)=—p ' (z-2D+— ¢ (z-2D) (I<z<+teg) B ml ax|, -,
ml ml o SO
Przy O<it<2ija jest - wix, M= O —=0 (0<x<l),
t il
ufl, 1= iy {-m !}'f-ﬂ 4 gdzie g jest przyspieszeniem sily ciaZenia, a m= M/pul.

T, Otrzymujemy
i proces uderzenia nie moze si¢ zakonezyc. Bezposrednio po chwih t=21u

jest 2 -_ T(x, y)=g b [B jLﬁ’Ju{Eim] dt -+ Ju(ii'xﬁ.!-::.{;]] 5
HE(\L2I+ﬂ)__-i(2"¢1p{__})}ﬂ_ 3 )
dl Fr Hl ;

Tak wiec uderzenie korczy sie w chwili 7=2ifa.

-
e ' X3
B(x, y)=—ie™" "-‘[b‘je‘“.ri{zwabr(x—r}) s s il s
Wskazéwka. Pierwszy z warunkow brzegowych w zadaniu 67 naleizy L

Vaby(x—1)

zastapi¢ mastgpujacym warunkiem: s § b o(2i ~..|'" ai:-.:y}].
A —
aul0, 1) 3 ; v abxy
=0 (0<t<4o0) : _ . : ] ,
Jx Wskazdwka. Rugujac #{x, ¥}z ukladu réwnan otrzymujemy dla T'(x, »)
- rownanie
69. Otrzymujemy T aT aT
(2 =x ; +a ——tb —=0,
uix, I}=%+ plat=x)— plat+x), R dxdy dx £y
: 4 przy warunkach
gdzie s Thea=e""  Tla=1.
@(z)=0 (—l=z=l), | |
em*l* fz—1 21 | Przyimujge T(x, )=e™"""u, {=ax, p=>by, mamy
i —— —1l+exps —— (1< z<3). -
i) at ( mi p{ }) 8 B
: . " . EYE =, ”|¢’-":}=l! I""|rr='2|='3::":l:' — &
Réwnanie na przedhutenie funkeji @(z) na zewnatrz przedzialu (-4, 1) . K a
M postac i { = . Mastepnie nalery skorzystaé z ogdlnego rozwigzania zadania 24.
¢ (z) + 2 p(z)=9"(z—2I)— A p(z—20)— Ty - 71. Otrzymujemy |
] o AL o
Wskazowka, Zadanie sprowadza sig do rozwigzania rownania 1 u(x, )=y (" a) i (H“ . ) »

Fu Fr:u+ 1 x x
— =g = - e B
a2 Ax3 g _ v(x, 1) = [w(t E)+¢(:+E):|
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plx)=0 dla (——E,i)+

w(f)—1 el £ 1
gH(HH) D=1 Eﬂff_i'_g,(,_.,h).
a) 1+Ppa(t)  fpa(t)+1 i
Wskazuwka Epmw;tdz:é uklad réwnan do jednego réwnania rz&dn

drugiego.

Do §3

(2n+1nai . (2n+1)nx
A ] 10 7

T2, ulx, I!]— i

(2n+1y
(Zn+1ymat . (2n+1)nx
o et SR TR |
73 ulx, = ' -, gdzie h=u (3, 0).
) 3 né'i} (2n+ 13 :
Wskazowka. Zastosowad metode Fouriera do rownania
a*u il
BP9 i A
ot ox
przy warunkach
u(0,)=0, u(l, t)=0,
dhx(l—x die{x,0
e s 8- RO RRD,
I dt
Thi? ] nue nmx nwal '
M. u{x,t)=———— ) — 85I —— 51N —— CO8 —. i
(x.1) n* cl[.ia—-::},.:}_:lni ! 1 !

Wskazdwka, Pierwszy 2z warunkow poczatkowych w zadaniu 73
naleZy zastgpi¢ warunkiem
f
2y da 0gx<c,

h(x—1)

c—1

uix,0)=
dla c=x</.

Odpowiedzi | wskazowki do § 3

75. Otrzymujemy .

2

o L o= 5 > nurs,n ni G HTal | nnx
u 2 — 8in — sin—— sin ———sin ——;
£ PR L T T i AL
. ARG nr’
T T T TR T
b) u(x,n= 2o ngl ( 1 niﬂ'z) Stt——sin —
: nl k? 2
I--
8k 2 (=1  (n+Dmat . o+l
76 u(x, )= Y Fou T Bl P bl 2 B
~ (2n+1) 3] 2

Wiskazdowka. Zadanie sprowadza sie do rozwigzania réwnania

du zﬂzu
e
przy warunkach
a III j'- :I '.-D
G0, a0, - 0l - }=(}.. (% 0) 1 , duix }= .
9 ! at

7T, u{x, )= E i, I{r}cr_&sui t, gdzie

=1
3 .
-ET-"—i 0=x=c),
sin A, ¢
Xnlx)=:
- sin A (1—x)
L e R {).
By Terd
przy czym 4, sa pierwiastkami rdownania
M

ctgdc+ctgd(l—c)=
oraz,
i
.F'g F{{}xn{x]dx'l"m ﬁ("}xn{ﬂ}_ phi |
1%, I c(=a) P

i ==
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Funkcje whasne X, (x) sa ortogonalne w przedziale (0,[) z waga, tj.
I
pl XX (x)dx+MX ()X (c)=0 (m+#n),
i}

kwadrat normy funkcji wiasne] rowna sig
i

| X P=p J. Xix)dx+M Xi(c)=
0

Wskazdwka. Zadanie sprowadza sie do rozwigzania rdwnan

e & pll=c) +M
2sinfic 2sincA(l—¢) 2

&y, uy FPu, 8%,
= B A i

(c<x<l),

przy warunkach
w0, 1=0. u(I,0=0, wuc,d=uyc.),

aﬂg ﬂu| =15 M azu]
.'I.'-l:_ T EIE =g ;

M u,
h{- 0<x<e),

E

=2
el S .

dx ox

uix,=pix)=
S |
I-¢c
du(x, D) i
——=0 (0 .
2 O=<x<])
Bl = 1 (2n+1)mat _ (Zn+1}nx
8. uix, = — V— sin S sin r
(%s.0) am? ngu (2n+1)° 21 21
Wskazdwka, Warunki poczatkowe w zadaniu 76 nalezy zastjpié
warunkarmi
cdu{x,0
ui(x,0)=0, —Eu-l:n
of
= 2n+1)nat 2+ )mary |, (Zn+1)nx
79. HfI,I:I: E‘ qﬂms.l:.:_.-..-..-..}u._.. + ngm{—} Bl —————
n=0 21 2 21

Odpowieds 1« wskazdwkl do § 3

sdzie
I
2 2n+41}n:

s {-Jﬂx} sin1¥rd,ﬁ,

i L

4 2n+1
OB B R i L

"(2n+1)an 21

1

Wskazowka Zadanie sprowadza sig do rozwlazania rownania

=7 -3
a°n o 871 1._.‘E
. a‘=—,
o'l (e i
przy warunkach
outll, t
w0, 1}=0, —E-—-E={] (t=0),

Wl 0 =flx), — U =F(x), (0<x<D),
E

gdzie u jest przemieszczeniem przekroju o odeicte] x, [ — dhugoscia preta,

p — gestodcig objotodciows, a £ — modulem Younga.

=1

= ! f
80. uix, )=} (::r,, COs #";-] + b, sint %) Cos _u,,!_x’ gdzie

a—z- mtp [ {:u:,'nms.'u"xu'r
ST S T
L1
i
= I{EE-I_'HI] g, (%) cusixdx
"aplm B +H ) 2
0
a My, HMay flas ... 53 dodatnimi pierwiastkami rdwnania

ptan=f# (fi=hl).
Wiskazdwka. Zadanie sprowadza sig do rozwiarania rdwnania

il
—E:H —r—
r

T 5
Pl dx?

79
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przy warunkach i ; 1 przy warunkach
; au e . cu (0, E} cull, I}
M- dn, Pt oy, . & e
E:x x=0 l':'".x -] ’
, cuix, )
: Au & b I::I 5 ﬂ}= ';ill}{-:':} 5 3t o '311(1-.] (D{ X< I.] '
3 ”ir=u=¥’n{1]r a1 = @(x), IF-|=—E'—- : ]
: jr=0 i i 83. Scalkowaé rownanie zadania 82 przy warunkach
gdzie k jest wspolczynnikiem charakteryzujacym sztywnosé zamocowania, g du(—1,1 o full,n o
81, Otrzymujemy .' g gu o
2 it ' '
= { n-l—lll}rm Sin{ln-;}n:;f E T 1 ﬁ‘u[:c.ﬂ}=
u{:-:,:]— EZ{ 1y . i : &t
a= flﬂ -+ 1}1
| = I, ai L Hpaty o opeX y ¥
gdzie ¢ jest polem poprzecznego przekroju preta. | 2 B4 Clrp ,;'};1("” oo _!'+b" i ! ) el Bz
Wskazdwka, W zadaniu 79 przyjad f{x}—{.}x!ﬂa F{x)=0. : f
. 4

82, Otrzymujemy ; 5%!__..;;[
| : dnd 24, +sin 24, JA%EJ:]W Tehica

i

1 .
uix, I}=TI {pﬂ(xj+t pT{x]}dx+ 3§ B 4 i iy X
: | ap,(2p,+sin 2p,) g3
nmat . hmat AT 1 ;
+,‘Zu d, COS T+b sin —— | cos g - PIZY CZYIO ffy , fa, {5, ... 58 plerwiastkami dodatnimi rownania przestepnege
gdzie : 5 K
: - atgp=7 |\r=I"]-
a 1
2 nmx : r
‘—f @olx) Eﬂﬁ‘—dx [ Wskazdwka. Zadanie sprowadza sig do roswigzania réwnania
g 79 , 8% /{:;_1!
Bt —T=ﬂ R a= 3 ¥
(x) cos Ef dx . o 2 e
mm e . 5 przy warunkach
3 00,0, TOUD__ 80 Gl
Wskazowka. Zadanie sprowadza sie da scatkowania réwnania i at gt NE
d8{x,0
Fu_ 0, 0=, V5, 0<x<l,
T o o

& Zadania = rdwnan réiniczkowych
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gdzie £ jest kgtem obrotu przekroju o odeigtej x, G — modulem przesunigeia,
I — momentgm biegunowym bezwiadnosci przekroju poprzecznego,
k — momentem bezwladnosci preta, liczonym na jednostke dhugodci,

a k, — momentem bezwladnosct dysku wzgledem osi wahu,

85. Otrzymujemy :
( Pra )smg"—
oif x *E :_1 :

Ii!I:‘JI:"'H_,E_.:Jr ,H,,smﬁ,,{-:t+a + 2

gdzie By, B, f1s, ... sa dodainimi pierwiastkami réwnania

pigf=o (.::%’).

Wskazdwka. Zadanie sprowadza si¢ do rozwiazania réwnania
Pu o'w
rpyr—s =i 2
&i? ox

przy warmpkach
u(l, ¢ dull,t
s, w0,

86. Otrzymujemy

u{x._.f}="il(ﬂ, b '“‘I‘) X0,
adzie

I i VR L i

e - o AT fxiu

jx hyl L %
X — 4 S0 —— »
,,{x} COs Sl e I

Odpowieda 1 wskazowki do § 3 83

8 i, Ha, ... s::1 plerwiastkami réwnania
(p, 4h, by I) i T
clgp=a|————7m—|], pgdzie H=—r———
I T 2{hy +h3)

Wskazowka. Zadanie sprowadza sig do rozwigzama rownania

a*u zﬂlu
— =i SRR |
at* dx
przy warunkach
o 2 L B
il VT ) 'E"'“’_ :
dulx, 0)
u(x, 0)=py(x), ﬂ'i,"""":pi[xj'r

gdzie hy 1 A, sa stalymi wiclkodciami dodatnimi.
87. Otrzymujemy
nRx

u(x,f=e ™ Z (a, cos g.t+ b, sin g,

=]

pdzie

T
Hd
qn:J_-i..._ .-----_Fi1

I

4
., o I.-j‘ Polx) sin ?xdx,

HILX
=1, +— J. @,(x) sm— dx.

Wskazdwka. Zastosowad mmudq_: separacji zmiennych do calkowania

rdwnania
- % i *u

o




Odpowiedzi 1 wskazowki

34 -
gdzie h jest maly liczba dodatnig, przy warunkach
u(0, 0)=0, ufl,n=0,
fulx, 0)

u{x, 0)=gulx)h _-ﬁi!' - = g x).
88, Otrmymujemy
s S
Aﬂm?,tsmm 2Ama = (=1 nwal | ATX
= — R 516 sim — - .
urat) C t [ n;. 5 (i'r.m)il I I
gin - { o —] —
a !

Wskardwka. Zadanie sprowadza sig do catkowania réwnania

*u' 8%
=g —s;

) e

b

przy warunkach
u(0, =0, wu(l,t)=4smuwt,

du(x,0
w(x. 0)=0, ”{_xt ) 0.
L

Rozwigzania zadania nalezy szukaé w postaci sumy u=v+w, gdzie w
jest rozwigzaniem rdwnama () spelnigjgcym warunki brzegowe

w(0, )=0, w(l,1)=Asinwt,
a o jest rozwigzaniem rdwnania (*) przy warunkach
[I(ﬂ; t.}='}: H“-r}=ﬂ:

o(x,0)  dwlx,0)

p{x, 0 =—-wix, ), oy e
89. Otrzymujemy
(Zn+1)mat | (2nt+l)mx
Cos - 511
: s BOI i{ Iy 24 21
I —_—— _— deam aa ==
W) E " TRES (2n+1)

Odpowiedsi | wskazowhki do § 3 85

Wskazowka, Zadanie sprowadza sig do rozwigzania rownania

-k b
ot . Bl

Py
przy warunkach
aull,t) ©Q
w{0, =0, o g
v e du{x, )
s Wy=0, =0,
uix, Q) &

Por. tak?e wskazowke do zadama 88,
9. Otrzymujemy

£
gin —— x sin ! - :
a 2awAd = (—1)""'  sink,x

A :
u{x.rj=t_i . : P B0 @l T
Eow el Eol x=o0 Kk, w —k,a

COs —
a
(Zn+1)n

zdzie k,=T--- . PrEy czym w#Fak,.
Wskazdwka. Zadanie sprowadza sig do rozwigzania rdwnania

a’u 2 &u
ar? axt’
przy warunkach
du(l,.f) A
R{d,=0, ——=—smat

dx T

fufx.0)

) ﬂ =ﬂ, = e ='ﬂ '
ulx, 0 TR

Por. takse wskazdwke do zadania 88,
91. Otrzymujemy

gx{2l—x)
T G o i R
(x,1) o
16gl* = 1 (2n+1)mat . (2n+1) mx

R A Ty et

gdzic g jest przyépieszeniem sily cigzkosci,



86 Oudpowicdz i wskazowki

Wskazowka. Zadanie sprowadza si¢ do calkowanmia réwnania
d*u &*u
(‘.} —m 5 P ]
FrE e A
przy warunkach

u(0, £)=0, a"“'”:nl
&x
:
H{Ilﬂjzﬂ' LHE:IJ'-;: ﬂ}ﬂ

Rozwigzania zadania nalefy szukaé w postaci sumy wu=v+w, gdzie v jest
rozwigzaniem rdwnania nigjednorodnego (#), spelniajacym warunki brze-
gowe

ae(l, 1)

v(0, 1)=0, i,

przy czym v nalezy szukaé w postaci Ax*+Bx+C, a w jest rozwigzaniem
rownania jednorodnego przy warunkach

aw(l, 1)
w©,n=0, =0,
dwix, 0) ﬂu{x l‘.]}
TG Glis wote ) o TN
wix, () vix,0) o =
92. Otrzymujemy
u(x, = E{ﬂ.msmnmb smm,,l}sm]'?+
n=1
fArx
+ 3, e @ out=asin o) sin 7

nTx 2 nwx
j Polx) sin — dx, by=-— J. @,(x) sin —dx ,
HTa |

L=T_|-f[x}ﬂin T, e=—.
L]

Odpowiedzi | wskazowki do § 3 _ 87
Rezonans powstaje wiedy, gdy czestodé e zewnetrznej sily zaburzajace
pokrywa sig z jedng z czgstosci

an;
I

L

wiasnych drgan harmoniczoych struny zamocowanej. W przypadku rezo-
nansu rozwigzanie ma postac

my F . My X
u(x, t)="—5 (sin a,, 1 —tew,, COSw, t)sin +
2w, {
nmx
+ E (a, cos w, 1+b, sin @, 1) sin T+
ae=1 .
“"_I i i n'.rl:x
+ ¥ —5—— (wsin o, 1—

=1 mn{.m — i ]

gdzie znak ‘' oznacza, 2 przy sumowaniu nalesy opuscié wyraz odpowiada-
jacy n=n,. . )
Wskazdéwka. Zadania sprowadza si¢ do rozwiazama rownania
u %
F-a E-E-P_f{x} sin ¢,
przy warunkach
u(0, =0, wu(l, =0,

du(x, 0) -
u(x, 0)= gqlx), o =@y(x)  (0=x<]).
93. Otrzymujemy
2b =2 (= nmat nmx

mx,i‘}=;f-: (-': sinh | —sinh x) pes g E—f— sln—;——
an: smhi 9 mmr . nmx
~] -~ &I —— -

o rm o n“+:1 B Tl

Wskazdwka. Rorwigzania nalezy szukac w postaci sumy
ulx, D=v{x)+wix, 1,



88 Ddpowiedzi § wskazowki

pdzie v(x) jest rozwigzaniem rownania
| av"(x)+ b sinh x=0
przy warunkach brzegowych v(0)=v({})=0, a w jest rozwigzaniem rownania

przy ‘warunkach

w(0, =0, wii, =0,
dw({x,0
wx.0)_

i

wix, 0 =—v(x),

04, Otrzymujemy
{2n+1)mt i {Zn+1)mx

| (x,t)= o (x* 1:&:1'!'—!-1'3}+m* Ems E :
PR L . @n+1)°
95. Otrzymujemy
i (Zn+1)mx &3 (2n+1)mx
g4 = I 151“ m fivi
uix,t)=— s l. T E TR AT T St

C2n+Dnax (2n+1)wx
- o8 —————

1ﬁr‘§ I
T A=n (2n+1)
%. Otrzymujemy
— 1/2 12py] on FERX
u(x, I.'}=*.”E {AtJ_p{Ipitl‘ ! p}+BtJ,[2pﬂtf- P}] 81N _a"':r
k=1 _
pdeie
1 kn
=_'_'._, .H. —] b
¥ 240 Y oa

X kmp\*F kitx
Ay=— F[l—;'}(—‘p) J- Polx) sin — dx,
a a a

i}

g == krp\~F  knx
Bi=—1Tr(14+p)| — p;(x) sin -~ dx.
[ il a

Q

Odpowiedzi i wskazéwki do § 3 89
97, Otrzymujemy
’ Asmhb{f :-:}
b ke ey
_ 2kn u km:
—24a7¥ cosh i 1 +— sinh —
Ebzfz i.2 :( shL g +Hk5m "&I)Elﬂ t
gdzie
h 1 fpdp2 3303 1.2
J‘_{:lﬂ—l1 Hk:ﬁxhi — {b! +kn:l?-

98. Zadanie sprowadza si¢ do rozwigzania réwnania

-3 -
i u a

e lax( ﬂu)h:uu gdzie a=.(g,
przy warunkach
u(0, t) jest wielkoscia skaniczona, w(l, ) =0,
du(x,0)
ot

H{x,ﬂ}=f{1'}, =F{I} (D=x=1).

r
Ja (!‘n _)
= R ~
ot ook s

uir.r=84 TR :
ﬂz‘i #ﬂ"l{.:un.j R
gdzie pip, g5, ... sa dodatnimi pierwiastkami réwnania Jo(u)=0.

Wskazowka. Zastosowad metode separacji zmiennych do calkowania
rownania

99, Otrzymujemy

L]

przy warunkach
u(0, £) jest wielkoscia sknﬁi::mng. u(R, 1)=0,

r du {r, 0)
u{r,ﬂj=d(lmﬁa-), S

gdzie A=const.



Odpowicdzi i wskazbwki

S0
Szukajac wspolczynnikow rozwinigcia nalery wykorzystac nastgpujgce

WZOTY:
[ x Jolx)dx =xJ,(x).

5 x xydx =220 (X (x" —dx) T, (x)

100, Otrzymujemy

c r+£5n )ﬂ 5 J (p)J (,u,,)
g ( 05y mng,t Jfl: ) PR Sn R £

:_l o
(r,.)=—
u.r 1 o ; :
gdzie
e
N R y

.. sa dodatnimi pierwiastkami réwnania J, (u)=0
Wskazowka. Zadanie sprowadza sie do rozwigzania rownania

A My, Hzy.
a*u éu L u 1 du
—th — =T _+_~__
ar ot a2 ar )

gdzic h=>0 jest mala liczba, przy warunkach
w{0, 1) jest liczba skoviczona, w(R, 1)=0,

ﬁu{r 0}
— == ).
ar

uir.0)=g(r),
1. Otrzymujemy
—_ i —_—
(x, )= EJB (‘uﬂ .J IE)-:*:c:-s'u <
ul(x, )= by :
T (1) 2.1

sa dodatnimi pierwiastkami réwnania Jo(u)=0

gdzie py, g, ...

[l

By R

..REJ fix)J, (p_ J—!—) dx,

91

Odpawiedzi | wskazdwki do § 3

Wskazowka. Scatkowad réwnanie matych drgan nici prey warunkach
ull, 1)=0,

u(0, r} jest wielkoscia skonczong,
dulx; {I}

4% Daeflx)y

A02. Otroymujemy
ulx,t)= E{ﬂ, cosA t+b, sind 1) X (x)
gdzie 5 /
:f Polx) X o(x) dx 4 £ p(x) X (x)dx
22 PE_X:{I] x| T £ Xidx

' (I—a)i2
x.(x:rwx“"”’ip[ (i) ]
a

a g, jest n-tym pierwiastkiem dodatnim réwnania FLy=0: Xfx), i,
funkcjami i warto$ciami wiasnymi zagadnienia brzegowego

.prz}r n=1,2,...
_‘_‘.( .
dx \
X(0)=0, X(a)=0 przy 0<a<l
X(0) ograniczone, X{a)=0 przy 1<z=1

103. Otrzymujemy

uix, )= i (ay o5 A t+ by, 5in 4, £} X (x)

—A-F)H",a'{x]nn,

gd_:je n=1
I @o(x) X, (x)dx { 5 pi(x) X, {x]:h:
.ﬂ.:: - i f.r_za... e ———

j x‘{x] dx . j Xi(x)dx




Odpowicdzi i wskazdwki do § 3 93

)2 Odpowieds | wskaztwki
| x \{2-a)2 y 105, {)trz}'mujem}r
XAxy=a1 "0 [.Hn( ) ] i il ety %
a ufx, t)= Z (2, cos~/ ' (2n— 1]ar+b ST In[EH—l}ai}P;, 1 ( f)
=1
| —a ) 22—t d .
PRae’ Amgmmie glric
4n—1 x
a g, jest n-tym pierwiastkiem réwnania J_ (p)=0. st ff (%) Pz (T) dx,
104, Otrzymujemy : . i
|
4n— x
2 ] By= J F{x}P;,._l(—) dx,
uir, )= j{fiﬂ)+lP{P}JPdP+ | Y zn{2n~l}af !
; * it ar it : _ natomiast .
(B o) (5, 5
. e R 5 R | Pi{x}_zﬂk! dxk {{I 1?:’
gdzie
E " jest k-tym wielomianem Legendre’a.
e J afip)d, (H.Eﬂﬂ) dp. 1 Wskazdwka. Zadanie sprowadza sie do scalkowania rdwnania
R%J
ﬂ{ 2 (P =) é*u 4 _1 i
EaE T & el
It p 1 e
" aRp Ji(y,) J pE(e) o (R_) de, b gdzie a= :,r'_i . przy warunkach
a :
3 ' w0, )=0, w(l, t) skonczone,
A fly, s, ... 33 dodatnimi pierwiastkami rownania J(g)=0. 21(x., 0)
Wskazdwka, Réwnanie drgat garu naleky sformulowaé we wspdl- u(x, O)=f(x), "I—’z F(x).
rzgdnych walcowych r, g, z, kierujac of Oz wzdhiz osi rurki, a zatem nalezy - L B
szukac rozwigzania réwnania | 106. Zadanie sprowadza sig do scalkowania réwnania
Pu 1 du 1 u - a*u 3 Ioou % &u P
"y o ot : L TR

" ; przy warunkach
spelniajacego warunki u(0, t) skoficzone, u(R, 1)=0,

du(r,0)
ar

u(l, t} skonczone, .
uir,0)=

duir,0

uir, 0y=£(r), P

Srukajac wspélczynmkow rozwinigeia skorzystad z wskazowki do zad. 99,




94 Odpowicdzi | wskazdwki

167, Otrzymujemy

J_ LU
ﬂzPu . ?

Tw? @
FA SR
- a

u(r, =

-1 | sinw—

W Sy 4
aP,mR? = R "\ r

T 5l R —a o)
gdzie py, gy, ... sa dodatnimi pierwiastkami réwnania J,(u)=0.
Wskazdwka. Zadanie sprowadza si¢ do scalkowania rdwnania

%) ﬂlu"’l_l a1 . Pyt
at r & 8t e

przy warunkach
{0, ) skonczone, wu(R, 1)=0,

culr, O :
ulr,0y=0, - - ;
(r, 0y Py

Rozwigzanma zagadnienia nalely szukadé w postaci sumy w=0v4w, gdzic v
Jest rozwigzaniem rdwnania niegjednorodnego (*), spelniajacym warunki
brzegowe

p(0, #) skofczone. v(R, =0,
przy czym v naledy szukad w postac |
B{r)sin o1,

@ w jest rozwigzaniem od powiedniego rdwnania jednorodnego przy wa-
tunkach

wi(0, 1) skonczone, w(R, =0,

T cwir,0) do(r, 0)
wir, 0)=—u(r, 0), e o

Przy obliczaniu wspdlczynnikdw rozwiniecia wykorzysiad wskazdwke do
zadania 499,

Odpowiedzi | wskachwki do § 3 ; g5

108. Otrzymujemy : :
. C2a+lex | Cm+iny
Ghapt = T g Ny

L) 7 '..,,,z=n 2n+1*Cm+1Y

: ; [}
x €05 v (2n + 1)% +(Zm+1)? ‘?

‘Wekazdwka. Zadanie sprowadza sie do rozwiazania rownania
&Fu (P Fu
e =g [ren _-\.+ - ®
ar* axt ' gy*

u[:.::n - uEx=ﬁ=u[p='ﬂ =“!;|.r-'=!:E ﬂ i

przy warunkach

: .-Elu
ul—og=Axy(b—x)(b-yp), —| =0.
ot 1=
109, Otrzymujemy
44 = I, 4m :
u(x, p, ffJ=—r ¥ M 2 ¥ X\ ¥) 810 4y, TGt ,

anmle v=1 Ly

gdzie

kmx  vmy k%® 7 yX3
Welx, W=sin—sin—, m.=01—])+[—] -
' [ m [ M

Wskazdéwka. Zadanie sprowadza sie do calkowania rownania
o' . fPa P

— _.!,.. il i

5!‘2 'E!'IE ﬂ}rz |

u(x,y, =0,

przy warunkach
tlemo=tt|r=ul,_o=u},_n=0. .
pochodna du/dr jest przy t=0 rdwna wszgdade zeru, poza dostatecznie
matym otoczeniem punkitu x=4/, y=1m.
110. Otrzymujemy
u(r, 8,9, )=}y (@, cosk;t+ b, sink;thv,{r, 8),

Liv=1




08 Odpuewieda 1 wskarowk
gdzie

e, 0)=
przy czym

YR 1.0 W0 PR () B L £/ 3973 P | -
! +l: Fi }J .j.'[ jr]vrrlv -i-{ i) I+~1-{ _r_]_F!‘w{ms-ﬁ'_}l,

"R, (x)

kM
Pralx)=(1=-x) =

pdzie P, (x) sa funkcjami Legendre’a, /,,/,,... k! rzeczywistymi pier-
wiastkami réwnania P, {cos2)=0,a k,, k.,... 52 rzeczywistymi pier-
wiastkami réwnania

Yia s (kb) 4 y(ka)—J 1 s (kB) Yy 4 (k) =0

Ponadto
b a
1 ]
a”=A;E-J‘ J gl{r, G, lr, ) ¥ sin @ drdf
vi
b, = qa:l[r M, &y ¥ sin 0 drdD) |
"f.i u
gdzie

b g
Ad= | ﬂf vaylr, 8)r? sin drdd |

Wskazdwka, Wprowadzic wspohrzedne sfervezne r, @, . Nalely
szukac rozwigzania postaci

u=T{t)o(r, 0, p

Podstawiajgc to wyrazenie do rownania falowego 1 rozdziclajac zmienne
otrzymoujemy ;
T (D +a?k*T(1)=0,

P 2 dv 1 d dv 1 &'o
S s pott i inlf — . E2p=0
o = X oy aa(sm eﬂ)+risin’ﬂ agr "

i

Rozwigzania ostatniego rownania szukamy w postaci

v(r, 8, ¢)=e""R(r) P(D).

Odpowiedzi | wskazdwki do § 3

111, Otrzymujemy

uir, 8, @, 1)=A+Bt+

£ ¥ i( 1, w}ms#’; + X2, p)sin 2%
=0

) 'frl'l"*

cos y=co0s # cos § +sin # sin &' cos {p— p'),
da=sin & d0'dg’,

A Uyps Hag, --- 52 dodatnimi pierwiastkami réwnania

J--i-i{ﬁ}— 1T }{ﬂ] =0},

T Fadanin = pdwnal rddniczkowych

[} I=1
gdzie
R =®Ix
3 3 AT
= s r f(r. &, p)drdo,
000
R minm
3 s r i
__R] r" F(r, 8, p)drda,
0 0O o
2n+1 1
}r{ﬂ 'ﬂ, i - - s e
SCER e 2 | nln+D)
3 1= -]
. H jn
| " R mlx
B an = Bt
y % rCf(r, 0, @) Palcos y)J 4y B drde |
0D D :
] 2n+1 1 1
" ?r:j]':ﬂr @)= i 7 " 3 ] :u:
- 2R° appJ (i) g ni{n+1)
B e
R min F“
K.[J‘_l- rEFE(r, @, .p}P,,{cnsﬂJhi(H; )cim‘:r.
o o
1 natomiast




s Odpowiedzl | wskazdwki
Wskazdwka. Por. wskazowke do zadania 110. Rozwiazanic réwna-
nia {#) piszemy w postaci

vir. &, p)=f(r) ¥V, ¢)-

Podstawiagae Lo wyrazenie do rownania (=) 1 rozdzielajae zmienne, otrzy-
mujemy

A
frr)+ f[?'}+(k —-—)f{r) 0,

1 s, _HH’ 1 *Y AV 0
i | g ARy e Al G Y

i12. Oirzymujemy
=
1 2 —r?
uir,t, ¢,tl=— -;!5&’ 3 do
[ #1%) ‘HI:," ¢ {I—rcnsjp} 4
0

m'——-—llﬁf

pdzic
cos y=cos  cos &' +sin 0 sin 0 cos {(p— @').

Wskazowka. Wprowadzic wspéhzedne jednorodne v, =r/t, 8, 9. Wow-
czas zagadnienie sprowadza si¢ do rozwigzania rownania

£ d : D du 1 i*v
* 1=-rd)— [ rd +— =8l — |+ ————=0
*) (1=r) &r, ( b {?ri) sin f ﬂﬁ( a0 -Iusin2 8 dg*

przy warunku

() o(r.8, @)

n=1=2(0, p),

poniewaz rozwiazanie u(r, 8, @, t) jest jednorodna funkcjy zerowego wy-
miaru wrgledem r 1 ¢

H{_-f[l:,l!?., w'szu[rlsﬂs 1'#’: l}=ﬂ{r[iﬂl Fl

Stosnjac metode separacyi zmuennych do rozwigzania rdwnan (s) 1 (ew)
1 SUMUYC OtIZYMany Szereg, olrzymujemy

x Im

1 1—r}
; 1785 B L2 |l:: : .
o0, = | |00 s e
n 0

Odpowiedzi | wskazdwki do § 3 99

Powracajac do zmiennych r, #, @, ¢ otrzymujemy rozwigzanic omawianggo
zadania.

113, Otrzymujemy

. o HEHEB 2 E-ﬁ‘
ui{x, =% (r'{, c0s —; t+ B, sin H; [) sin !ETJ-: i
n=1
gdzie
I
HIEX

2 ., HmX 21 i
An:TJ‘ ﬂu{x} Sin T ol % 1 Hn=?"2'_ﬂzEJ. ﬂ:'"{x_} Bl T dx.

0

Wskardwka Zadanie sprowadza sie do calkowania rdwnania

przy warunkach
& u ;
u=0, ;ﬂ;5=l}r przy x=0, x=1I i dowolaym t=0;
ﬂu{x,ﬂ}_

uix, n'] =, '?IEI":I}: at

114. Zadanie sprowadza si¢ do calkowania rownan telegrafistéw

i al ol g
B O A S W VL
ox dt ox it

prey warunkach pﬂﬂiiﬂk‘ﬂ"ﬁ;}fﬂh
Fix, 0 =E, I(x,0)=0
1 warunkach brzegowych
V0, )=0, I, )=0.
115. Otrzymujenmy

2E p{ Rr} @ sin ¥, i (Zn+1)mx

IL AR T e

I=

1-
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4E Rt] = cosv,t , {(2n+1)mx
w=0 2n+1 21

2ER { RI} 2 siny,t ., (n+l)nx
- - e = =
.2[.' =0 1-"‘{1?:"‘1] E-I

gdzie

@+’ R
W Tarer A
Wskardwka. Zadanie sprowadza sig do calkowania ukladu réwnan

v al S
o S e TR R
REiR ey B il

przy warunkach brzegowych
I, n=0, v{0,0)=E
i warunkach poczatkowych
I{x,0)=0, VF(ix,0)=0.

Nalety szukaé rozwigzania postaci

s (Zn+1)nx
”xbﬂ:,é‘g T(1) cos ——5—
: o C{2n+1l)wx
Vix.)=E+ 3} TAr) smu-
mre i} 1!
116, Otrzymujemy
agT?. 28t 2 &% . nny
e e R
agT? P4, T A e NIy
B=—y- €08 o "21 = c0s

—g=— $iN
T;ﬂﬁ: 2h’

Odpowiedz 1 wskazowki do § 3 \‘

E'—\/l 16wk’ _ nnc,
=N gkt 2R

gdzie

Wskarzdwka. Rugujac nieznana funkcje o, otrzymujemy uklad dwoch
rownai:

ala+ P w0 g2 e ; Fn w

e dx? dxdy ke 8" éxdy 8y kp 01

'I:'h._;.

PI Ll

Rozwigzania tego ukladu rownan nalery szukaé w postac

2l = Hmy 2 8 Ty
ﬁ"ﬂﬂﬁ— E a (x}smﬁ — g ,,!{I}CEISE ;
4= [=1F (2n+1}3 (2n+1)mx
et 0 Lot P{ o } eyt
8¢ 2 1 (Zn+1)’rna’ C (2n+1)nx
118, uix, []"— =§n{1ﬂ+.1-]j ex {— E [} sm—f--.

. nxh
s 3
Z - exXp {-—(T) Dr} cos H_J') .

Wskazowka. Zadanie sprowadza sig do rozwigzania rownania

120. Cix,1)= cﬂ('i'

ac ’C
& ;. 8
przy warunkach
&C iC
o, S 28

X =0 3% |

Cix, 0)= Cqo dla 0D<x=<h,
{ dla h<x<].
R
T
121, u(r, == [ :;p{_-ﬂ_ﬂ__u_ }ain .*.’gjpﬂp}sin “;;‘“ dp.
: ]
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Wskazéwka. Zadanie sprowadza sie do rozwigzania réwnania

dv ate - k
—— =" — Fie o= \ — e
ot ar’ g RN e

przy warunkach
v(0,1}=0, o(R,0N=0, uvir, O)=rf(r).

122, u(r, :}_— R? =
ba® ( w2kr 4 n R*?

Wskazowka. Zadanie sprowadza sie do rozwiazania réwnania

ou_ ﬂu+2‘& 0
dt ar® F _)+ cp

przy warunkach

u(0, 1) skonczone, w(R,t)=0, u(r,0)=0,
123. Otrzymujemy

Q(f)=d4n J- Cridr—4nRC,=

i ]
=§ER3{E1—C¢}(1 i; i l}_ {—(%ﬂ) m}).

Wskazdwka. Zadanie sprowadza sie do rozwigzania réwnania

aC &C 2 ac

_=D + T ]

it at ' r Br
CR,0N)=C;, C(x,00=0C,.

Wprowadzic nows funkcje v, przyjmujac v=rC.
124, Otrzymujemy

przy warunkach

25 Pt
I"=1.F[P+]}+Hu

uix, =

2.2 u
5 €Xp { —H"; i} sin p}x J fix) sin;'% dx,

L

E - = p - Ty
OR 5 (= i]“mp{_—nﬂ:n I}_

Sin —— .
In R

Crdpowieda] 1 wskazdwkl do § 3

gdzie g, is,... sa dodatnimi pierwiastkami rownania
tgu=—p/p, gdzic p=HI=0.

Wskazdéwka. Zadanie sprowadra sig do calkowania réwnania

it &u
TR &
przy warunkach
¢
(0, )=0, = +Huly=0,
£ ix

H=—2>0, u{x 0 =f(x).

125, Otrzymujemy
_IH,“ X

M ms'ﬂr+p5 B =

5 2,2
o0 e A

k- ! pp+2+m

A,= j £(2) (#,.cn ”"f i “‘:f) dz,

0

gdzie

& jy; M, ... 54 dodatnimi pierwiastkami réwnania

h
2ctg,u=‘t—i-£, gdzie p=-1I.
pou k

Wskazdwka. Warunki brzegowe majg postac nastgpujgea:
i -
__"Hul u—'D -'+jjutx=tzﬂ-l
X

X

126. Otrzymujemy

R

H
2 = 2pud Satt) T - M
u(r, =V A2 axp{—”t }sm'u -J‘ﬁf{ﬁ}ﬂmp—f@,
R R
o

an-l F{P"ﬁ‘ 1]+H. .

103
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gdzie oy, g, ... 53 dodatnimi pierwiastkami réwnania
tgu=—pulp, pgdzie p=HR-1>-1,

Wskazowka. Drugi z warunkéw brzegowych w zadaniu 121 nalezy

zastgpié nastgpujacym warunkiem:
d 1 h
e +(H——) th=x=0, - pdzie H-=—-
ur A.
127. Otrzymujemy

dOHR* = COos a‘uin\ . owr
u{r,r.)=—Q-—E o e S l—exp{——yf}>smi;
kpr n=1p,(3in2p —2u,) R R

gdzie p,, s, ... s3 dodatnimi pierwiastkami réwnania

tgpu=—pjp, gdzie p=HR-1>-1.

Wskazdwka. Drugi z warunkow brzegowych w zadaniu 122 zamienic

nastgpujgcym warunkiem:

du h
—4+Hul|,_zg=0, dzie H=m—.
A o k
128. Otrzymujem y
sin i, R — p, R cos My R sm o r
= _ﬂ
ol S 41‘”“2, Higl( 4y, R— smdr,uﬂR] X { i }
pdzie
2p, R
te 2y R=——
i T

Wskardwka. Zadanie sprowadza si¢ do rozwigzania réwnania

przy warunkach
du
u (0, 1) skonficzone , ﬂ_r+h“|'=“={]’

oy J¥0 dla 0O<r<R,
"o }_D dla R<r=IR.

Odpowiedzi 1 wskazdéwki do § 3

129, Otlrzymujemy

e i, A, R, cos Ay (r— R)+sin 4 {r — R) cxp{-}-lfn:i!},

k=1 r
gdzie

3R]+ 2Rh)u,

J‘j.*=

a Ay, ds, ... 53 dodatnimi pierwiastkami rdwnania
(1—2Rh+24*R*) sin AR=(1+2Rh) Ri cos AR,
Wskazdwka, Zadanie sprowadza sie do rogwigzania rdwnania

du :(E:"Iu 2 Ew)
=/ | _.__-|__-T i

prey warunkach
die | du

ar hts ir
130. Otrzymujemy

uix, )= u.;.+£a exp {—a’ijt} cosd, x,
gdzie
t

(2n+1)jnx {—1)4u, {En +1]1r|:
c— iy A = :

ﬂ":_[ #ix] o8 21 _n{31f+l} : A5 ':"||'

g

L

Wskazowka. Zadanie sprowadza si¢ do calkowania réwnania

5:4_ E'u.
e
przy warunkach
au (0, 1
; }=ﬂ'1 ul(l, =uy, ulx,0)=p(x).

Nalezy spukac rozwigrania postaci
(X, t)=ug+uvlx, 1),

gdzic vix, t) jest funkcja nieznana.

(142 RM)((1+2R) AL R* +(2hR + 247 R* — 1) sin® 4, R)

105
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131. Otrzymujemy :

N = DGR

nznlﬂz
2X TEe LT E
Ellr‘i i P I‘“ . pmx
e e Pl T g P
E3ﬂ3311 I
Wiskazowka. Nalety szukaé rozwiazania w postaci sumy

uEx, D=ux, +u(x, 1),

gdzie u, jest rozwigzaniem rdownania

spedniajgeym warunki
Hiiu,l]#ﬂl, "1[1,!‘}2!}-
a u, jest rozwigzanigm tegol rownania przy warunkach
I-I]f_ﬂ'.. =0, uall, !}=ﬂ, ”.3{-:'; M= —uy(x, 0).

132. Ofrzymujemy

X
ui{x,i)=4 (1 - 1_) sin el —

P Z TR Al

T a=1 t

N 1: . nmx
2 = PN\ g nna) *
——— | exp 3 t cos wTdr.

Q
Wskazowka. Nalezy szukaé rozwigzania postaci

X
ulx, =4 (l-——j-) sinef+vix, 1),

gdzie v jest rozwiazaniem tdwnania

o ﬂ K 2
ST —Am — =1 | coswi,
ot éx? l

LW
-

i

|

Odpowiedzi | wskazdwki do § 3

spelniajacym warunki
v(0,1)=0, o{l,0=0, o»(x,0)=0.
133. Otrzymujemy

Ax
u[x,r]=T e '+ r

Jar 5 (u;p}[_(n_::)it}_m{_:})_‘ -

B ottt i 2 Bl BRI St i 5
n EH n{n*n*—1%) 1

Wskazdwka. Nalezy szukac rozwigzania postaci

Ax
u(x, t)= 7 e "voix,1).

134, Otrzymujemy
‘H
tr[x.t’j:.*l{l—a"‘“}(l I)
l+p
e P+t P

+2Ax —_—%
=E1 ™ p[p+l}+_u,, a“;.t,f—:xlz

X (ﬂp {— (Ef’)zt} —exp{— m}) sin ‘“’;f :

gdzie g, f, ... sa dodatnimi pierwiastkami réwnania

tgu=—ulp, pgdzie p=HI=0.
Wskazdwka. Nalezy spukal rozwigzania postaci
H
uix, I}=A{l—e"“]|(l — —x)+w,
l1+p

gdzie w jest rozwiazaniem rédwnania

a

dw , &w o Hx
—=a —— —A4ue’ " | | ———1,
ot dx 1+p




108 Odpowicdzi | wskazdwki

spefniajacym warunki
5
w(l, 1)=0, . _‘—W+Hw|_“__l=[;l! 1""|I=U'=']'
[

135. Otrzymujemy

b 2
= —_— — Rl 'I —_— 2 -+ .
uir, ry=>bi 5‘]1[ (+HR) r] .
2bR* = sif 4y — iy €OS Pal'E) T
to— ¥ e 'u"'H' e f:xp{— 5= ¢ 5Hl ~=—3
a‘r a=1 j;(p,—sin p, cos u,) R R

gdzie g, fy, ... 53 dodatnimi ﬁin:rwiastkami rownania
tgu=—u/p, gdzic p=HR-1>0.

Wskazdwka. Zadanie sprowadza sie do catkowania réwnania

Fh
(») H—=u3,_—, gdzie e=ru,
af or
przy warunkach
o0 00.0=0, Zy(H-2)s =RHB, u(r,0=0.
ﬂr R r=§}

Rozwigzania naley szukaé w postaci sumy v=v, +v,, gdzie o, jest roZwWig-
zanigm rownania (+), spelniajacym warunki brzegowe (s+), a v, jest rozwigs
zaniem tego? réwnania przy. warunkach

G, 1
0. 0=0, b= v
Falt) or ( R) i

136. Otrzymujemy

a‘y R —3x*
e o kg b

={), ﬂﬂirﬁﬂ}#“ﬂdrnﬂ}'

r=}

2R =2 (-1 nnx n*n'a®
A a CREUTTR Y

gdzie k jest wspolczynnikiem wewnetrznego przewodnictwa cieplnego.

Odpowiedzi | wskazowki do § 3 109

Wskazrdwka. Zadanie sprowadza sie do cafkowania rdwnania

~ a2
a1 ox
przy warunkach
au du du (0, )
k e 1 ='} . i k — 4 =, =D :
TR PR TR I ox
uix, =0

137. Otrzymujemy

-:::-:p{—az’us r}
3a7 - AR5 2R= ¥ i i e

q
A== in —
kGl (nl R r.51  alcosy, R

gdzie py, g, ... 53 dodatnimi pierwiastkami réwnania g u=g.
Wskazdwka, Zadanie sprowadza si¢ do rozwigzania rownania

du l(aiu 2 au)
s | 3 G+ —r— ],
di

ar r or

przy warunkach

0,1 i E S
u{. , I) ograniczone , ﬂrlr=k_-'¢ ) pan =20

138, Otrzymujemy

R1 b
u(x, r}=%—k (1—%)—

JJGORE 2. (1} 2n+ 1ymah? (2n4+1) nx
S5 e it L T

Wskazowka. Zadanie sprowadza si¢ do rozwigzania réwnania

- = F

du du 0 e L

—=d—s+—, dzie a“=—.,

. dxt ep ¢ ep
przy warunkach

u(+R,0=0 (t>0), wu(x,00=0(-R<x<R).
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139, Otrzymujemy

. vl
iy Sinh — x—wug sinh - (x—1)
a

u(x, f=— 3 —+
sinh - [
Fri
in 2 (—1Yu,—u X
+T’*£"% -ﬂexp{—ﬂzﬂfr}sinﬂT+
=1 “n

!

# nmx

+ I-Zsin = axp{—a*ﬁfr}‘[ﬂx] sfnn—;t xdx,
L1}

=]
gdzie
, nr? b

e
{]:

i 'I"z. %
Wskazdwka, Zadanie sprowadza sie do calkowania réwnania
du & u k h
(w) —=a* _s—b"u, pdzie a*=—, Pt
dt &% op cpa
przy warunkach
"{n*t}zuﬂ: u{l,:]=u1, I..li:.‘-l:., [}JEI{-:}:

gdzie k£ 1 h sg wspdlczynnikami wewnetrznego i zewnetrznego przewod-
nictwa cieplnego, ¢ i p jest pojemnoécia cieplna 1 gestodcig preta, a o i p
polem powierzchni 1 obwodem poprzecznego przekroju preta. Rozwigzania
nalezy szukaé w postaci sumy u=p+w, gdzie v jest rozwigzaniem réwnania

spelniajacym warunki brzegowe
v(0)=uy, vil)=u,,
8 w jest rozwigzaniem rdwnania () przy warunkach

w(0.0)=0, w({,0)=0, w(x,0)=/(x)—v(x).

Odpowiedzi | wskazowki do § 3 111
140. Otrzymujemy

b b
b sinh — (I—x)+ Ha sinh — ([ —x)
e i

u(x, th=u i
(¥, B)=tg bl Y
b cosh — 4 Ha sinh
a a
r 2
- mhia _'_H =
—2uya’ W a el exp { —(a’pu; +b*)t} sinp, x

o= (a2 + b)) (1 + H?) + H)

gdzie u, okreslone jest rownaniem tg fu= —u'f.
Wskazowka., Zadanme sprowadza sig do rozwiazania rownania
¥
f'f'_lf 5 0%

(+) =

A T
e

przy warunkach

O
(0, N=uy, —+Hu =0, u(x,0)=0.
a.:l: k=1
Rozwigzania nalezy szukaé w postaci sumy w=v+w, gdzie v jest rozwig-
zaniem rownania
d*v
a® = —b'u=0,

dx
spelniajgcym warunk brzegowe

do(l
p(0)=ug , :i-}—E-Hv{I}:[J :

a w jest rozwiazaniem rownanmia (*) przy warunkach

w(0, =0, B i =0, wik,0)=—u(x).
ox I.!:-=I

141. Otrzymujemy

cu 2u i i ia
E=ﬂ1 ﬂﬂznb[u_"u}- gdzie al:q_;;' b=ﬂ.;::’

gdzie 0 jest dlugoscia luku pierfcienia, & 1 A sa wspdlczynnikami wewng-
trznego | zewnetrznego przewodnictwa cieplnego, ¢ 1 g sa pojemnosciq
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cieplng | pgstoscia matenalu pierscienia, a o 1 p jest polem 1| obwodem prze-
kroju poprzecznego, #p jest temperatury osrodka zewretrznego, Mamy

o
u(@, N=e ay+ ¥ (a,cosnd+ b,sinnd)exp { —n*a’t}),

n=1
gdzie
%
uu=ﬂjﬂﬂ}dﬂ,

=it

Uid J F(B)cosnBdo ,
TC

o .
1
h,=— j_ﬂ:ﬂ] cos nftdil .
n
Hn T
(%)

o .ﬂi a2
uir, ti=8u, Z _1-“’;-} T i exXp {-— —;{—1— I} 1
R B

m=1 [ 2

142. Otrzymujemy

gdrzie p,, gz, ... s dodatnimi pierwiastkami réwnania J,(u)=0. Przy
znajdowaniu wspolczynnikdw rozwinigcia postuzye sie wskazowka do za-
dama 99,

143, Otrzymujemy

ul(r,th=u, 1425

=1 .I-In'r::l-{ﬂrr] Rz

i
Ju (J—IE F') { ”i ﬂ_l }
R el ., R ' 1

gdeic g, 2, ... 54 dﬂdﬂﬂﬁmi pierwiastkami réwnania J,(g)=0.
Wskazdwka. Zadanie sprowadza sie do calkowania rdwnania

u Fu 1 du
a ‘\or 7w}
przy warunkach

u (0, t) skoniczone, u(R,=uy,, ulr,0)=0.

Odpowiedzi | wskazdwki do § 3 113

144. Otrzymujemy

R
]

gdzie gy, gz, ... 53 dodatnimi pierwiastkami réwnania J,y(u) =0.
Wskazdwka. Por. zadania 143 1 99,

145, Otrzymujemy

u(r, =

"N R
1 3 3 JD (ﬂl‘l .-—-..) k]
& 2 R
X p:{ e r} J p oM, (—#;p) dp

2 H
f— G Ex
R? =y i HR? RE ) TG

n.
gdzie jy, it2, ... 53 dodatnimi pierwiastkami réwnania

pdo(p) + HRJ o(u)=0.

Wskazowka, Zadanie sprowadza sig do catkowania rownania

éu fé'u 1 éu
— = —— e =——1] 4
fil3 &rt  r  @r

przy warunkach

d |
u(0, t) skonczone, --ﬁE+Hu|,=ﬁ=—-‘ﬂ, ulr, 0)=r(r).
i £

146. Otrzymujemy

K2
RT 2 oo AT RO U [
u(r, == ¥ expl-a®ide) 2T 0 1 T " | pfr}ugls, rhdr.
[ } 2 n;] Fﬂ s "'H r.fﬁ{inﬂz}—_féi;{nﬂl} f(} ﬂ"r.'l .‘F
£
gdrie
Hﬂ(":'n i"-‘! = JI’I‘ ";r.' F) -H-:’:I.I I'[-"I'rz RT}'_' J”{:..-':_"_ RE} H::! :I{.":'_It .,
a Ay, Ay, ... 53 reecoywistymi dodalnimi prerwiastkami rownania

T AR JHG AR ) - J (AR 3) Hy AR,)=0.

8 Zadania 2 rownan rosniczk mwych
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Wskardwka. Zadanie Epmwadza sig do catkowania rownania

Ju (Eu 1 m)
s gt | g ,

ai ar r or

przy warunkach
Uag, =0, uly,=0, ulr,00=1C)
147. Otrzymujemy

2 Kk aiu .-El2

E oot ket ' W —exp {— i t})sina, p;x (D<x<§),
i=1 My

D kyaqugAd;

ali =1 ¥ =22 —exp {—pj1})
=1 Hy
sinag ué .
rpig ‘L{; 3 sin a; ul—x) (E<x<li),
3 i

gdzie u, s pierwiastkami réwnania
@y k, ctg pa, {+az kyctg a, (1-&)u=0,

a Ay sa okreslone warunkiem unormowania;
{2 -
0 4
rdzie

51nal;.:jE

-E-li=g‘1.fﬁi.ﬂ EIIIHJJ:, XH=A hl“ ﬂgﬂjff x;

SIL @ 3 ,uj(!' '-:}
Warunek orto gmi alnosci:

E1p1!.x”.l”dIJ-L1p3]I-: :kl:-i.'-l. |:-I' {_rr?-i-k-‘?.

Wskazowka, Zadanie sprowadza sier do calkowania rdwnan

4 TR TaT: © ﬁ} - fu u s /
i = CXC) s = LX)
R TR ir i i)
gdrie
C
gl G
¥ k,[

I e—

Odpowieds 1 wskazowki do § 3 11l

przy warunkach

u(0, )=u,, u(l,nN=0, u(f-0,t)=u(f+0,1),
W0, ou(+0,0

o A . u(x,0)=0.
148. Oirzymujemy ¥
i
r:n: m— 1
U= E( i st mu{x}smﬁdx+
A= 1 { I
0
; . mmx
nxy neTx s [
+sinh —— J pilx) sim — dx) +
[ ! . . mEmH
- sinh —
{
- h 7 1.rz UTX . PRy
+— -+ a*m in — sin —
.Em,u.;; P{ (11 )I}Em F

jf f[l‘-.}}—% i (s: ﬂ{m—ﬂj pn{t}-ﬂanH

. ATMx
' BT i
. hm . onx . MEX VY
+sinh -—-E (1) sin— dt | — 51N L sin —— dxd}'
{ { . pmm [ m
sinh _T_

Wskazdwka. Rozwiazania nalezy szukaé w postaci sumy w=v+w,
gdzie w jest rozwigzaniem rdwnania Laplace'a

& " &w
ax* -, gy

=),

przy warunkach
wi{0, =0, w(l,y)=0,
wix, O)=wolx), wix, m)=p,(x),
& v jest rozwigzaniem rownania

fy (&0 e
' | _1 + _I a4
dr dx®  dy

]
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przy warunkach
s s=tlim e =hent;

vix, y,M=f(x, y)—-wix, y)

149. Otrzymujemy

uir, x, )=
= E A, Ju(m L) (cusw"x : 2 sin P'x)ﬂxp{—al(lr—zﬂ—”—:)l}*
M e R | B SR ) il
gdzic
e
Ri(uf +HR) p(p+2) +v])
Pk
HJJ Ffir, x)J, (H—:) (EGE v,:f - :: sin U"II) dxdr ,
i
[y s, ... sa dodatnimi pierwiastkami rownania
ud 500 + hRI 4 ()=0
a ¥y, Vi, ... 53 dodatmmm pierwiaatkanii rownania
2 crg y=;—%, gdzie p=HI>0.

Wskarzrdwka. Zadanie sprowadza sie do calkpwania réwnania
u (ﬂzu 1 éu a1 )

LT ar? t';‘:-:
priy warunkach
d au
: —Hul, - o= —+I:Iu|Jl o=
Hx dx
QY
—+Hui,=,;:ﬂ, wir, x.0=f(r, x).

uf0, x. n skonczone, 3
'r

R

Wagw

*[“-‘SIE

uwlr,8,@.1

r
I-'ilr||+l-(.“_f1'| E) - Ij"ﬂ]:}

Odpowiedzi | wskazdwki do § 3 117

gdrie
Y0, )=
R mim
2n+1 1 4 !
= i fir, 8, o) P(cos ) J,+ (p —) drda ,
it )| (v
00 0
cos y=cos # cos 0'+sin B sin # 'cos(¢— @)
da=sin §' dif'd¢’,
& fiins fans -.. 52 dodatnimi pierwiastkami réwnania J,, 4 (#)=0
Wskazowka. Zadanie sprowadza sig do rozwigzania rdwnania prze-

wodnictwa cieplnego
TR a‘u+1 ) L L TR, R
Bt |arf v ar risind a0 80 ) s’ 0 8¢® |

przy warunkach
“ir=R=D: H!tnﬂ=f{r:'ﬂ~ "F]'

151, Patrz praca N. P. Jerugina(')

152. Otrzymujemy
3.2 .3
Zmi &.mﬂxﬂxp{ pibil t}
: _2::11: n=1 I 12
ik }""1 nmwx an'n® ]’
A.ﬁzd s 008 —— €Xp § ——p— ¢
gdzie
| i
1 2 nwx
..l"l,u—T En{:x} dr Aﬂ=—t Hﬂ{x] Cos —‘I" -EII;_,
0 0
Wskazdwka, Niech @(x, 1) bedzie rozrwigzaniem rownania przewod-
nictwa cieplnego
60 8@

= | 3
ot ox

(#)
(") Ferugin NP, (Epyrun H. IL), Jasmmnymoee pemenus AdpabotEyeckol 2paniy-

woil Aeodwopodnci sadawn, TIMM, X1V, 2 (19500
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Wowczas
. 2
(#+) u(x,f)=—2a" —=
o

jest rozwigraniem réwnania

fu o du . d%u
W—=4a = .
ot Ox ix?

Z (**) mamy
E(x,th=e(r) Elp{——lzj ulx,t) ﬂ‘x}q
2a
1]

skad przy 1=0

X

1
{*:} ' @(x,0)=¢, ﬂxp{—zagjH{X=ﬂldx}=i9uilx}-
' i

Na mocy warunkéw brzegowych z (#e) mamy
(22 @00, =011, t)=0.

Tak wige ofrzymalismy rozwigzanie réwnania («) przy warunkach (%)

B i
REI-IWIE[.Z‘IJjE[C to zadanie i korzystajyc z wzoru (#»),7znajdujemy szukane

TOZWigzanie.
4]

i , (x—£) (x+¢&)°
153. , Fy= - 1 L 55 e
W 2a+/ nt ) H8) I:Ejm { 4a?t } E}:p{ da*t }] e

154. Otrzymujemy

5 [l om0

[~ '8
—2he™H J. Eh“f{;:}dy:' dé. v
] .

I-t-l:.?-‘.:,ﬂ_

I‘J

Odpowiedzi i wskazowki do § 3 119

Wskazdwka. Scalkowaé rownanie

du 3 Fu
e — ﬂ
at ax?

£}

przy warunkach

ou
E_-:l.‘"huL:u:n: u{x, 0)=F(x).
155. Otrzymujemy
2
T S DL j e du (x<0),
140 5T
A

gdzie
k.a x X
P e et gilbi s Pt
klai Zﬂ_l "h.'t Eﬂz'\.'lr.l

Wskazowka Zadanie sprowadza sie do catkowania rownan

duy, 8%, fuy 48U,
Rk S R e B
pdrie
afultTE hoy o,
L

przy warunkach

0 ‘T“! TRV
w0, =u,(0. 1), Kk, s }:kz cuyt0. i)
dx i

ulx, BY=0,  walx, M=uy,

Zuzic ¢ jest pojemnosciq cigping, & jest wspdkczynnikiem wewnetrznego
przewodnictwa cieplnego, a p; jest gestoScia materiaby preta,
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156. OMrrymujemy

22  an(a— it
=-E] ¥ (smiuf I.’-"nﬂJ-’}saan}'

Ny

smn =t

HTLX
+ sinh — J @l ¥) 51!'1 R dv) o
nma
! sinh p
i
2 = nmih
L (0 2 o e
dn=1
. nmx
% ST e
T
+51nh— J. yy(x) sin — d.r) i
nnh
sinh ~—
a

Wskazdwka. Rozbié rozwigzanie zadama na dwa etapy, a mianowicie:
1) znalezienie funkcji harmonicznej u, (x, ¥), spelniajgce] warunki gra-
niczne
(0, WM=wu(y),  uila, y)=e(y),
i, (x, =0, u(x,b)=0;

2) znalezienie funkc) hanncml-::zm:J us{x, y), spelniajacej warunki gra-

niczne
uz_{'}.- V=0, ula,y)=0,

H;{I,ﬂ:!:vfu(x], z(:'-' b= J.F][I]
Woweras funkeja u(x, ¥)=1; (x, ¥)+u:(x, ¥) jest rozwizzaniem danego
zagadnienia Dirichleta;

x{b—y
sinh ¢ 1—}
i k rrx+
= — e G
ulx, =24 0 g %
H]Tlh __.I._
" (2n+1) {(a—x) . 2n+1)iny
- smh 5171 e Hied
EAh‘_; b Lo b
AT T ety T @n+Dra
sinh -- b:_

Odpowiedzi i wskazdwki do § 3 121

(2n+1la—x)n  (Cn+1ny
sin

4U = b
el 2 TENE TP
{2r+ 1) sinh -

Wskazdwka, Zadanie sprowadza sie do rozwiazania réwnania Lapla-
ce’a -

X _{i‘z'u_t_ﬂ:u_ﬂ
dx? 3yt

wewngatrz prostokata, przy warunkach brzegowych

#lieo=U, u|,=q=u!y=u=u|,_,=ﬂ.

s 20 P i
158, wix, }m-——E ezp{——ny}sinn—ﬂ
T p=1R a

159, u(r, #)=5 A sinhlar-sinf.

Wskazowka, Wprowadzi¢ wspilrzedne biegunowe.
160. Otrzymujemy

{ (r o 'ﬁ-gn_ﬁ{n“ [nr_I_':ffJ”]nRi_a:ﬁz}]nRL
: :IIIR_:""I]].Ri ; ]ﬂRz_Iﬂ.Ri
I]R-n [E]R— Pz LI}RI_ ::II}RA: =

E(ﬂ'-: .1 ]“ ("-—l -2 o ir s L

a=1 RIRZ —R, Rz
+m1IR;l_m’1}R;l}rn__{ﬁ:1]RE_ "JJRll}r—n e "H)

; RiR;"~R{"R;

gdzie

:n_ui [
—z“jf1[3}dﬂ.

e _[Mﬂ; cos nddf,
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ﬁErif':i J._,r'l(ﬂ] simnfdd
i

1 ;
o _ | f.(de,
X I“ff:l )
-
11

af,=l=ij f2(0) cosnd df,
b !

=T

gt J £.(8) sinnfdg .

et | ]

Wskazowka Wprowadzi¢ wspdlrzedne biegunowe. Wdwczas zadanie
sprowadza sig do rozwigzania rownania

=

3 a*u ou ou
F +r + ={}:

przy warunkach
u(r, 0+2my=u(r.8), uw(R,, O=f(0). u(R,,8)=1(0),

gdzie f,() 1 f2(#)sq danymi funkcjami, rozwijajacymi si¢ w szereg Fouriera.

Dla kota mamy

1
uir, H=— | 1) - L.
2m |

10 525t
R:—2Rrcos(t—0)+r
f

161. Otrzymujemy

ulr, M=ot +o5'R, In —+
R

+

o5 fﬂ#”R +kR1—l- 1 {1}:”. _l_{kRE 1-::_'”'] Rt {!]} -_?r S
z k(R TR;* + RER;*™ 1}

(B{"R; IR BN P (RRY BRI BT L
\ R T RERT g

Odpowiedz 1 wskazowki do § 3 123

ie o), o, b al® B g
pdzie o, op ', ot st i £ majy te same znaczenia co w zadaniu

160 (patrz tez wskazdwke dn tego zadania),
162, OMrzymujemy

A(b=2
2a
qinh{lk+1}nx
d4h = | ; b = (2k+1)my
w2k 41P® . (PkiDima - b :
sinh —
. REg
n SIS
2Au PNt «
163, u - i —_—,
(0, @) ﬂnZlf ) (R) -

Wskazowka Wprowadzié wspdtrzedne biegunowe,
164, wip, H=4(1 —p")+p cos* 0

Wskazowka, Wprowadzié wspolrzedne kuliste p, #, p. Oczywiscie
rozwiqzanic u nie zalety od ¢, a wige rdwnanie Laplace’a sprowadza sie

do rownania
o 5 du : 1 i PN o -0
A L dp -smﬂ'ﬁﬁ(mn an/

165. u(x, }I}—Ek—b{{h—b] —(x—a)*)+ € (C=const).

Wskazowka. Zadanic sprowadza sie¢ do rozwiazania zagadnienia
Neumanna:
u u :
Bt Apte

ou

0x

g dut

it du ¢  dul
x=0 kb : ox E=aq

ol

Ohean | e Yly=s

gdzie Q ornacza iloéé ciepta wplywajacego przer Od | wyplywajacepo preez
OB, 4 k jest wspdiczynnikiem wewnetrznego precwodnictwa cieplnego.
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Cn+Dnry . (2n+Dnx
o h — sin —
166. u(x, y)=x{a— x}—ﬂ—ﬂf—— : :
(2n+1)" co

Wskazéwka. Rozwiazania zadania nalezy szukaé w postaci sumy
u=p+w, gdzie v jest rozwigzaniem réwnania Poissona, spelniajacym wa-
runki

! p(0, ¥)=0, vo(a,y)=0,

przy czym v nalezy szukaé w postaci Ax?+Bx +C, a w jest rozwigzaniem
réwnania Laplace’a, przyjmujgcym na brzegu prostokata wartofc

W(ﬂ, J"I}=ﬂ:- “’[ﬂl.‘i‘r]=ﬂr
wix, —4b)=—v(x), wix,ib)= —~o(x).
167. Otrzymujemy

u(x, y)= ?

 (2n+1)mx 2n+1) x(b—2y)
gin ———————gosh

P' fa* a 2a

Tl Rk T.@u . @n+Dmb

Wskazowka, Zadanie sprowadza si¢ do rozwigzania réwnania Pois-
sona

aiu &*u P
_1':‘? 1'3]-* T'

przy jednorodnych warunkach brzegowych na obwodzie prostokata.
168. Otrzymujemy

uix, yl= .
sh[2n+1]n{b-}r}-
60t = 1 | > s  @n+D)mx
e N R e — Elﬂ 1
kn? ,gn{2n+l]3 (2n41)nb 2a
cosh ——

2a
pdzie k jest wspolczynnikiem wewngtrznego przewodnictwa cigplnego.

Odpowiedzi i wskazowki do § 3 125

Wakazowka. Zadanie sprowadza si¢ do rozwigzania rdwnania

8% &*u Q

e i R

dx* oy k
przy warunkach brzegowych

cu i
H!j_g=ﬂ, E‘; =[I, Hl.‘l“:ﬂ=ﬂ? —— =0,
r=ga HJ';II!I:II

Nalezy szukaé rozwigzania postaci

(2n+1)mx

¥ *

u(x, y)= Z[, Y,(y) sin
gdzie %
(2n+1)mx

X (x)=si
{x)=sin =5

sg funkcjami wlasnymu zagadnienia brzegowego

X"'(x)+ 4 X (x)=0,
X(H=0, X'i(a)=0.
169, Otrzymujemy

uix, y)=
4Q gi i h msh% :
" < BIT i, Hn
1~ COS8 ——
E b a

m=1 2 a ':_S-In 1 n a b n
(2n |k sinh 22 4 bcosh 2=
i Il iJ ¥

gdzie p, sa dodatnimi pierwiastkami réwnania ‘tg p=ahly, a h jest wspol-
czynnikiem wymiany ciepla.
Wskazdéwka. Zadanie sprowadza sie do rozwigzania rownania

Pu v 0

m— +——_-
ax® ay? k
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przy warunkach brzegowvch

=1

Jest
zan

Ot R

——hu =0, —+hu =0,
dx M Ux e

gu du

— — hut =1} -—+|'!I-l| =0,

170, u(x, y)=a® —(x* + }j’.
Wskazdwhka, Wprowadzic wspéirzedne biegunowe.

Ri;r:
171, u(r,t)= ——- r* sin EH+—J‘Sm 21 - dr .

R*—2Rrcos(t—f)+r?

Wskazdwka. Rozwigzania naleZy szukaé w postaci sumy u(x, ¥)=
+w, zdze
vix, pr=—Sxp(x 4y

szezegolnym rozwigzaniem réwnania Poissona, a w(x, ») jest TOZWige
iem réwnania
&w  w g
BT T Thagh
gx® gyt

spedniajacym warunek brzegowy

»

H |
Wir=R= Dl up -

i p &
132 ugr, @*}=(fﬂ‘+h“‘ L (a8 1258 (P a2 D) Ss28
r* fa*+b*
Wskazéwka. Wprowadzié wspélrzedne biegunowe,

173. Otrzymujemy

16V
WX, ¥, 2)=—7-x

T

{Im+l}nx n41)my _'2 j * z
i -“5111{ ] ‘]:sm]m '/{—m-_:l+M{c.._;}
5 Z b YV g &
m=0a=0 ,'I{EFH'F]F I:EH+]]2
S ¢

2m+1)(2n-+Dsinhr = -

Odpowiedzi i wskazdwki do § 3 127

Wikazdwka. Zadanie sprowadza si¢ do rogwigzania rownania La-
place’a

- Z

Dk
T

=0

u&u
3 3

u
x? dy £

¥

o}
8]

wewngtrz prostopadiodcianu, przy warunkach brzegowych

gdzie py, g, ...

u|1=“=uix=ﬂ=”f1=ﬂ=uij'=b=u! HL:D'ﬁF, "I:=c=ﬂ-

174. Otrzymujemy

i 5inhp: ..il’,:,( Rr) .
u[nz}:—zg S s IPf(P}Jﬂ(Fn%)dﬁs

sq dodatnimi pierwiastkami réwnania J,(u)=0.
Wskazdwka. Scalkowaé réwnanie

.-\-2 2
1 d d
u 1 o Fu o

ar® i Fooar T az?

przy warunkach

gdzie uy, p2, ...

H{i",ﬂ]=ﬂ, uir, h}=f{f}

u(0, z) skonczone, w(R,:z)}=0,

175, Otrmymujemy

r
! smh Ju( ) 2
. R R e
“{F:-3=E§ x i JPI(F}JE(”ME)FIPI
""!  sinh ';T L)

53 dodatnimi plerwiastkami rownama J, (u)=0.
Wskazdwka Drugi z warunkdw brzegowych w zadaniu 174 naledy

zastapi¢ warunkiem nastepujgcym:

dui(R, z)
v

=],
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176. Mrzymujemy
' s Hed 50 1, Hu T n
ol R R
uir,z)=— E ¥ P Pf':p}‘}{l dp,
. Hnh a R 2 R
57— | Joli) b

gdzie u,, g, ... s3 dodatnimi pierwiastkami rdwnania

pd () —oR Jo(p)=0.

‘Wskazowka. Drugi z warunkdw brzegowych w zadaniu 174 nalesy

zastapic przez warunck

Efll'
===
ar

=10,
F=

Ju(nﬂir) "
il fix) SLIIE dx
h (n'.n:lR) ¥
g
i
[En+l}nzj (2n+1)mir
4 = i >

h
1 , z)=
78. u(r, 2)=— ,'_‘i':.;. o ((zn+1}nm)
2 Elnedhal i
h

2 ]
177 uirﬁ}:? Y sin
a=]

sIm

nlr
J"( ) : nx
n
(nmR) f_ﬁx}c-us— dx.
dq h

Wiskazrdwka. Scalkowaé réwnanie

3w
179, uir,z)= -Il- E

51u+1 Eu+6=u b
ar* r @ 82’ 3

Odpowiedzi i wskazowki do § 3 129

przy warunkach
du(r,0) Julr,h)

; =0
dz dz

u(R, 2)=f(z).

u(0, z) skonczone,

L™ e

180. Otrzymujemy :

HaT u(H—=z)  p(H=z
J' A s
al u( R )(p_cash R + AR sinh R ) :

==2ﬂnihfd‘ = = - *
iy H

n=1} Jﬂ{p"}[;& -+ Rz.},lj (#"Eﬂﬂh F R_ +ﬁR sinh %.__

ulr, z)=

gdzig py, 47, ... sa dodatnimi pierwiastkami réwnania
u () +yR Jo(p)=0,

y="h,/k, f=h/k, a ki h; sg wsplczynnikami zewnetrznego przewodnictwa

cieplnego na bocznej powierzchni walca i na jego pdrnej podstawie, k zaé

jest wspdlczynnikiem wewnetrznego przewodnictwa cieplnego,
Wskazowka. Zadanie sprowadza si¢ do calkowania réwnania La-

_ place’a
ﬂiu_i_l -:":lu+i§=u 0
ar* r or az2° :
przy warunkach
. &
u(0, z) skonczone, —u+:m =0, u(r,0)=u,,
dr r=g
&
-—u+ﬁh‘.! =0.
Ez rrzﬂ
181. Otrzymujemy
r
_il’u( = ) cosh i
ufir z]:: E i
S L) AR H
sinh

gdzie p,, pa, ... sa dodatnimi pierwiastkami réwnania
pJo(p)+ 7R T (u)=0.

9 Zadanla z rdwman rdiniczkowyeh
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Wskazdwka. Zadanie sprowadza sig do rozwigrania réwnania

51u+'l E'u+f:|1:-i
Art fr o 022 7

i
przy warunkach
g ¢ &
cial QY i LRI Lo S0
7 |:=g dz  |.on £ roi

182, Otrzymujemy
uir, )=
= 1-3- Q=1 ({8n+3) f r "
=HUyg ZD{—I]‘H . R Pns 1{c0s 0)

24 (2n+2)
(O=f<in),

gdzie P,(x) sa wielomianami Legendre’a.
Wskazéwka, Zadanie sprowadza sig do calkowania réwnania La-

place’a

1 2*u ctgd &u g
— o m 1 I
VR ot )

Py 2 du
e b —
ars r dar

przy warunku
u, dla O<f<im,

uf}{,ﬂ}=f{ﬂ'}={
0 dla f=14x.

183, Oirzymujemy
gk 1 .r cos
"{f=‘*"ﬁ[m-ﬂ L+ Ry

= n
e (_—E[En'}f . 911 ; gl (_i:) P;"{'Cﬂﬁ- E}:l !
am1 27" n? (2n+RP(2a—1){n+ 1)\ R

Wskazdwka. Warunek brzegowy w zadanm 182 nalely vastapié przez

warunck

q

e cosfl  dla O<@#<im,

P
er ir= R 0

dla dn<f<m.

..#.'

Sl

Odpowiedzi | wskazOwki do § 3 131

184. Otrzymujemy
= Wikr)
!H! = r o Al y
w8 9= 1 wir 0P

pdzie
?ﬂ{x}= _Jn +I~}(-"+'.} :
- 4

N8, p)=d4o P (cos8)+ }, (a,m 008 Mm@+ b, Sin m) P,(c0s 6),

m=1

f(8, ¢) P, (cosO)cosmpde,

9 _In41 (n—m)! [P
i 7 (n—i:m]!_l.

2n+1 (n—m)!
T 28,.m (n+m)!

s
Do j f(8, @) Plcost)sinmeds,
Si

gdzie d,=2 przy m=0 oraz d,=1 przy m=0, a Po{(x)=P.(x).

Zakladamy, #¢ k nie jest wartoscig wlasna zagadnienia brzegowego:
Av+kie=0, v}, an=0,

Wskazowka. Wprowadzi¢ wspolrzedne kuliste r, 8, ¢. Nalely szukad
rozwigzania postaci

t"{il'.w-‘llj.! -I;EJ}=R{J‘]F{H, @J
185. Otrzymujemy

oir, 8, ¢) =e""“jz a; py(kr)
=]

P,, (cos8)
P, .(cosa)’
gdzie

: Py =(1—tyin T

dx
przy czym funkcje P,(x) sg funkcjami Legendre’a, wyrazenie

Yy kD), (k0 =Ty, s (kD) ()

W

@y (ker) =
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Iy, s, ... s rzeczywistymi pierwiastkami rdwnania

(#) 1"}++{kb}-’;+~}(kﬂ]_-’|+i(kh} ﬂ+*{kﬂ}=ﬂ1
natomiast
b
1)y o (kr)dr
a;= e = i
§ eftkr)dr

;Takiadamy, fe przy danym k rownanie (») ma takie pierwiastki [;, e
Py, m(cos a}s#0 przy wszystkich j. Jezeli przy pewnym pierwiastku /;, jest

Py, wlcosa)=0,

to warunkiem koniecznym rozwigzalnodct zadania jest

"
a; =0, ti. [f(r)e, (kr)dr=0.

Jeieli warunek ten jest spelniony, to rozwigzanie okréélone jest powyiszym
szeregiem, w kidrym nalery pominaé skladnik o numerze j=j,. W tym
przypadku rozwigzanie jest okreélone niejednoznacznie, poniewa moZna
doti dodaé skladnik

: "dj., "n“i_,-n{k"} Fljn. m‘:ﬂﬂﬁ ﬂ} EL‘"M’
gdzie A4; jest dowolna liczba stalg.

Wskazdwka. Wprowadzi¢ wspdlrzedne kuliste r, 8, . Naledy szukaé

rozwigzania postaci
6(r,8, p)=R(r}P(8)e™.
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