Zastosowanie szeregOw potegowych do rozwiazywania rOwnan rézniczkowych

Ogolny ksztalt rownania liniowego drugiego rzedu jednorodnego o wspotczynnikach zmiennych ma
postac:

y'+ [ (x)y'+g(x)y=0 (1)
Tego typu klasa rownan obejmuje wiele zjawisk fizyki i1 techniki. Wsrdd nich znajduje si¢ rownanie
postaci:

—y"+u(x)y=Ay=hy 2)
okreslane jako stacjonarne rownanie Schrodingera (uzywane w mechanice kwantowej). Tutaj u(x)
ma sens energii potencjalnej (potencjat jednej czastki punktowej). Np. jezeli u(x) =x?, wowczas
otrzymujemy reprezentacje przypadku oscylatora harmonicznego (kx/2).

Analizg tego rownania przeprowadzimy poprzez poszukiwanie takiej funkcji y, (x), gdzie A
oznacza parametr, od ktorego zalezy rozwiazanie. Natomiast dzialanie operatora jest réwne co do
stalej.

Stosujemy zaawansowane metody, ktore pozwalaja uzyska¢ nowe wyrazenia.
Jezeli funkcja jest analityczna, to rozwijamy ja w szereg potggowy postaci:

yi(x)=> Cx" 3)
n=0

Poszukiwanie rozwiazania w takiej postaci jest podejsciem ogolnym. Dlatego potrzebne sa warunki
poczatkowe i brzegowe, by takie rdwnanie rozwiaza¢. Nalezy doktadnie przy tym podaé, jakie sa
granice, odcinek rozwiazywania.

Niech x €(—o0,0). Zakladamy, ze y,; (x) =0 (x — o) i pod takim wiasnie warunkiem szukamy
. . . . .. 2 .,
rozwiazania. Taki warunek ma swoje fizyczne uzasadnienie. ‘ V5 (x)‘ ma sens prawdopodobiefstwa

odnalezienia czastki w punkcie x. Stad naklada si¢ pewne ograniczenie funkcji dane poprzez
unormowanie danej funkcji:

N 2
[ 2 de=1 4)
Podstawmy wobec tego (3) do (1):
—y"+x’y =y (5)
Uwzgledniamy (2), co daje:
~y, ()C)=Z:Cnnx"_1 (6)
n=1
a rozniczkowanie powyzszego daje:
-y, (x)= Z:Cnn(n—l)xn_2 (7)
n=2
Z powyzszych otrzymujemy:
=Y Cn(n=1)x"2+x*Y Cx" =2 C,x" =0 (8)
n=2 n=0 n=0

Podstawa zastosowanej metody rozwiazywania jest stwierdzenie, ze funkcje x" sa liniowo
n

niezalezne ( z a,x" =0 = a, =0). Otrzymujemy zatem:
n=0



(=C,2(2-1) = 2Co)x" + (=C33(2)x" = AC)x" + (=C44 -3+ Cy — ACy)x* +..= 0 )
W wyrazeniu (6) kazdy nawias zeruje si¢. W przypadku funkcji liniowo niezaleznych mozna
napisac, ze:

6C;+AC, =0 (10)
Np. przy dowolnym n nastgpujacy szereg (n + 2)(n + 1) C,»—C,,+AC, =0 jest dowolnie

okreslony.

Z powyzszych rozwazan widaé, ze rozwiazaniem y jest wielko§¢ A. Wprowadzamy nowa funkcje:
2

v(x,Co,C )= 29, (x,C,C) (11)

Mozna udowodni¢, ze @, (x,C;,C,) jest wiclomianem dla A= 2, [ n+%. Szereg dla ¢ mozna

wyprowadzi¢, powtarzajac procedurg, przy czym szereg urywa si¢ dla pewnych wartosci A. Wynika
z tego, ze y; >0, gdy x— too. Taki warunek przy oo jest speliony tylko dla szczegdélnych

warto$ci A. Sg to warto$ci wlasne tego rownania lub operatora H.

hy, =24y, (12)
Takie podejscie jest istotne, gdzie do analizy funkcji specjalnych stosuje si¢ metodg rozwinigcia w
szereg. Wprowadzane sa tu funkcje Hermite’a y; .

Ogolnie Metoda szeregéw potegowych (tzw. metoda Frobeniusa)

Majac ogoblne rownanie rozniczkowe zwyczajne jednorodne rzedu n:

-1
y(n)(—x)+fn_1 (x)y(n )(x)+...+f0(x)y:0 (13)
chcemy znalez¢ punkty, w ktérych funkcja y dazy do c. Za pomoca przesunigcia mozna taki punkt
sprowadzi¢ do x=0.

Niech x=0 jest punktem, w ktorym y(x) — 00 x", gdzie v <0. Oznacza to, Ze w tym punkcie nie
istnieje rozwinigcie w szereg Taylora, a w rOwnaniu y = xvz(x) funkcja z(x) jest juz funkcja

regularna.

Twierdzenie Rownanie (13) posiada rozwiazanie w postaci szeregu

¥, =D, Cx™ (14)
n=0

jezeli funkcje fi(x) sa regularne w zerze (x=0) 1 istnieje pewna warto$¢ >0 taka, ze szereg (14) jest
zbiezny w |x| <g.

Metoda faktoryzaciji do rownania oscylatora harmonicznego

2
(—i+xj(i+xj=—d—+xi—ix+x2 (15)
dx dx 2 dx dx
. . e d
Analizie poddajemy réznicg x— ——x.

dx dx



d d d d
L=(x——-——x)p(x)=xy'-(xy) =xy'-xy'-y =x———x=-1 16
(v 0 (x) =y =) =y~ -y = xo o (16)
Ten operator w nawiasie jest rownowazny do operatora (-1).
L:—i2—1+x2 (17)
dx
Wracamy do réwnania oscylatora
d |
(——+x7)y=24y (18)
dx?
Z tozsamosci (16) wynika:
d d
—— x| —+x|y=(1+1 19
(dx j(dx jy( )y (19)
Mozna sprawdzié, ze
(i+xj(—i+xj:—i+x2+l (20)
dx dx dx*
Pozwala to rozwiaza¢ rownanie w taki sposob, ze wprowadza si¢ operatory:
d
a, =—+x 21
Todx 1)
d
a_=——+x 22
0 (22)

przy czym a,a_(a,y)=(A+1)a,y , gdzie a,y jest rozwiazaniem rownania z operatorem a,a_

dla warto$ci wiasnej A+1. Pamigta¢ nalezy, ze ay daje warto$¢ A wigksza o n (A+n), a a_y
obniza wartos¢ Ao 1 (A—1).

Stad:

a_yy,=0 (23)
i

Y (x)=alyy (24)

Roéwnania (23) i (24) przedstawia zagadnienie o wartosciach wiasnych dla rozwiazania réwnania.

Podsumowanie
Istnieja dwa sposoby tworzenia funkcji specjalnych:
1. za pomoca szeregdéw potegowych

f(x)=ag+ ax +ayx’ + ... (25)
gdzie wspolczynniki a; okreSlaja funkcje (regularna), a w otoczeniu punktu x=0 szukamy

rozwiazania rownania rézniczkowego.
2. za pomoca metody faktoryzacji

et 26)
dx? dx dx

Tego typu operatory tworza przestrzen rozwiazan dla oscylatora kwantowego.

A, (A—A+)'// = Ay = (A+A— ) Ay (27)
A (A A )y =(E-1)(4y)=4,4 (Ay) (28)

Majac rownanie 4 A,y = (E - 1)1// to mnozac przez A, dostajemy:
(A, A )(Aw)=(E-1) Ay (29)



(A+A_)(A+1//):A_A+(A+1//)+2(A+y/):(E—I)A+l// (30)
(A—A+)(A+ ):(E_3)(A+‘//) €2
Ly =(E-1)y (32)
Krok po kroku podwyzszeniu ulega wartos¢ E 1 w ten sposéb otrzymujemy roézne wartosci

parametréw. W = (A_ )m v, nalezy do przestrzeni fizycznej (poziomy energii oscylatora
o0

harmonicznego) w tym sensie, ze j l//zdx <0,

Uwaga W ten sposdb mozna wygenerowac¢ wielomiany Legendre’a i funkcje Bessela. Kazda z tych

funkcji specjalnych rozwiazuje pewne rownania rézniczkowe drugiego rzedu.

Rozwiazanie przyblizone. Metody numeryczne.

Weczesniej poznaliSmy sposob rozwiazania przyblizonego poprzez szeregi potggowe. Pewne
uogoblnienie daje metoda Frobeniusa. Istnieje jednak jeszcze tzw. metoda koddéw numerycznych.

daf

Oznacza to, zZe jego podstawa jest mozliwos¢ zastgpstwa pochodnej m przez roznice
X
f(n+1)—f(n):

%D%(f(nﬂ)—f(n)), nh &[0,1] (1)

Istnieje mozliwo$¢ korzystania z przyblizonego opisu pochodnej, ze wzoru Taylora. Majac funkcje
f (x) , istnieje rozwinigcie w szereg Taylora obok punktu x=n+h.

2
f(x:n+h)zf(n)+f'(n)h+f"?+... 2)
xe(n—en+e), €>0 (3)

Rozwazmy nastgpujace rownanie rdzniczkowe pierwszego rzedu:

y'=F(y.x) 4)
Roéwnanie to mozna zastapi¢ przez

n+h)—y(n
»( }3 »( )=F(y(n),x) )

lub w postaci indeksow jako

Yni1 = Vn
Jntl T _ g 6
P (6)

Y1 =Y = hF (7
Rozwazajac sytuacje fizycznie, to gdy 4 — 0, punkty leza ggsto na odcinku i to moze stanowic juz
rozwiazanie. Pozostaje problem zbieznosci.

Aby udowodni¢, ze réwnanie (6) jest rozwiazaniem (5) trzeba udowodni¢, ze y, — y(x) przy

h — 0. Musi dlatego istnie¢ przejécie graniczne w tym sensie, ze ‘ y(nh) - yn‘ o 0.

Wystapi¢ moze pewien problem z okresleniem punktow osobliwosci. I stad powstaje pytanie, czy ta
metoda daje rozwiazanie tego rownania. Podejscie do problemu wymaga spelnienia trzech



warunkéw: a) zbieznosci, b) predkosci zbiegania, c) stabilnosci- kazde rozwiazanie jest funkcja
réwnania, a male zmiany powoduja mate zmiany rozwiazan.

Na posta¢ zagadnienia fizycznego sklada si¢ réwnanie (5) (albo inne) oraz warunki brzegowe
(poczatkowe).
Rozwazmy ponizsze zagadnienie brzegowe:

y=F(y.x)
»(0)=a

Dla rownania pierwszego rzgdu to jest uktad warunkow zawierajacych w sobie peing informacje. W

takim przypadku mozna udowodni¢ twierdzenie o istnieniu 1 stabilnosci przy pewnych

ograniczeniach na funkcji f. Rozwiazanie mozna zaznaczy¢ jako y(x,a). Twierdzenie daje si¢

®)

udowodni¢ przez reprezentacj¢ rownania (5) przez rownanie algebraiczne (6). Korzystajac z niego
napiszemy:

Yo =0
To najprostszy algorytm do obliczenia. Poza tym tatwo spostrzec, ze uktad (8) daje si¢ zastapic
przez (9).
Np. y1:y0+hF(y0,O):>y1:a+hF(a,O) (10)
Czasami mozna wprost scalkowaé rownanie numeryczne. Tak samo da sig¢ policzy¢ z powyzszego
b )
¥y =y +hF (y,h) = a+hF (a,0)+hF (a+hF (a,0),h) (11)
Poza tym wystgpuje mozliwo$¢ oceny bledu, dokonanego podczas wykonywania obliczen. Na
kazdym kroku liczenia pojawia si¢ blad z nim zwiazany

N 2

Zy"(n)TSNmax (12)
n=1
Algorytm jest taki, ze btad wzrasta z kazdym krokiem liczenia.

N 2 72

Zy"(n)—ﬁ max y"(n)— (13)
n=1 2 2

Rozwiazanie ogoélne zalezy od jednego parametru a. Jezeli druga pochodna istnieje 1 jest
ograniczona, to gdy # — 0, to btad rowniez dazy do zera. Wazne bowiem jest, by nie tylko stworzy¢
wyniki, ale rowniez i1 poda¢ oceng doktadnosci, z ktoérej mozna policzy¢ rozwiazanie na danym
odcinku przy zadanych warunkach brzegowych.

Uwaga
1. W podobny sposéb mozna rozwazy¢ rownanie drugiego rzedu, przy czym nie oznacza to
jednoczesnej mozliwosci udowodnienia.
2. Istnieje inne podejscie (klasyczne) do twierdzenia o istnieniu i o rozwigzaniu przyblizonym
przez rownanie catkowe.



Stabilnosé. Ruch chaotyczny.

Stabilno$¢ oznacza ciagla zalezno$¢ od warunkow poczatkowych. W teorii rownan rézniczkowych
zwyczajnych stabilno$¢ jest stabilno$cia fizyczna

Ciqglosc i rozniczkowalnosé rozwiqzywania rownan rozniczkowych zwyczajnych
wzgledem parametrow zagadnienia fizycznego ( rownanie + warunki brzegowo- poczqtkowe)

Rozwazmy y'=F ( Vv, x) . Jest to rOwnanie rozniczkowe zwyczajne pierwszego rzedu. ( y (0) = a)

Rozwiazanie jest funkcja wspotrzednej x i parametru a . Jezeli funkcja y(x,a) jest funkcja ciagla o

zmiennej a, wtedy mowimy, ze rozwiazanie jest ciaglym wzgledem warunkow brzegowych.
Stwierdzenie to wazne jest od strony fizycznej zagadnienia, bowiem pomiary zawsze wykonywane
sa z pewna doktadnoscia. Oznacza to, ze wartos$¢ a jest ustalona z pewnym bigdem pomiarowym.

Z kolei brak ciaglo$ci oznacza brak mozliwosci przewidzenia przyszilosci w zagadnieniu, co nalezy
do przypadkow szczegdlnych. Hadamard wprowadzit tzw. zagadnienie zle uwarunkowane (ill-posed
problem). Wystepuja trzy sytuacje ,,problemowe’:

1.rozwiazanie nie istnieje w pewnych obszarach

2. nie ma jednego rozwiazania

3. rozwiazanie nie ciagle zalezy od warunkow poczatkowych albo brzegowych

Podobnie mozna méwi¢ o zaleznosci parametrOw rownania:

y'=F(y,x,b) :>y(x,a,b) (1)
W tych przypadkach zagadnienie fizyczne jest zle uwarunkowane, lecz istnieje mozliwo$¢ poprawy
tego zagadnienia. Mowimy wowczas wowczas o tzw. zagadnieniach odwrotnych.

Roéwnania rozniczkowe czastkowe

%= f(x,0x,) (1)
gdzie x,...,x, € R"

x(0)=¢ )
X =g (1,€) 3)

Stabilnos¢ (statyczno$c)
Przyktad: zegar wahadlowy

Okreslenie stabilnosci wg Lapunowa (1898)
Rozwazmy uktad rownan rézniczkowych (1). Zatézmy, zZe f nie zalezy jawnie od czasu (jest to uktad
autonomiczny). Zat6zmy, ze istnieje zbior drugich pochodnych okreslony jako:

o f

, gdzie x;cAcR"
Ox;0x ;
4)
Xl-:@i(t,g), gz{éla-"aén} (5)
Punkt a € R" nazywamy punktem stabilno$ci wg Lapunowa jesli:
1) 3p>0 (£-d<p 3y(t,¢) Yt

(6)



2) Vex>0 do<p |§—a|<5 :>‘¢)(t,¢f)—a‘<g YVt
(7)

3) méwimy, ze a jest punktem stabilno$ci asymptotycznej, jezeli Jo<p |§ —a|<0' oraz

lim ‘¢(z‘,§)—a‘20 (3)

t—+00

Warunek stabilno$ci ukladow liniowych (warunek wystarczajacy)

X = Ax 9)
)'Cl a1 A aoo0 xl
(] a21 a22 HEEN U

= (10)

O 0 0oooog ||d

x,) \0  0ooooo )\ x,
Pytanie: Jaki punkt jest stabilny dla uktadu liniowego?
x'=Tx (11)
A =T7'AT = diag{4,,..., A, (12)
A; to warto$ci wlasne macierzy A, det(A-A1)=0
x; [ L ANy (13)
x=T"'x—>0 i jest to punkt asymptotycznie stabilny (14)
Jesli warto$ci wlasne macierzy A sa mniejsze od zera wowczas mozemy powiedzie€, ze
Ja,r>0 ‘l//(t,é)‘ﬁr|§|efm t>0 (15)

wtedy x =0 jest punktem stabilnym (wg Lapunowa) i asymptotycznie stabilnym.

Twierdzenie Liapunowa
Rozwazmy dowolny uktad (rowniez nieliniowy) (1) przy warunkach (2).

a; stanow1 punkt stabilny (rownowagi), a Ax; to odchylenie od punktu rownowagi

Podstawiajac nastgpnie (16) do rownania (1) otrzymujemy:

. n_oft . or!
Ax; = f! (a)+ZMij+R’, gdzie f—(“)m a; (17)
” Ox ; X v
J=1 J J
Uzyskali$my rozwinigcie wyrazenia w szereg Taylora.

Jezeli ajest punktem rownowagi, wtedy f'(a)=0. Otrzymujemy:

AY = ayAx; + R (18)
2
R0 or (19)
Ox;0x

Twierdzenie Liapunowa




Jesli wszystkie wartoSci wlasne A, macierzy A={aij} maja ImA; <0, wtedy punkt a jest

asymptotycznie stabilny.
Oznacza to, ze
do>0 |§—a|<0 |(p—a| £r|§—a|e_‘“, gdzie r >0, a >0 nie zalezy od &.

Wyprowadzenie rOwnan rézniczkowych czastkowych w fizyce.

Rownania struny. Propagacja fal.

Innym przyktadem wyprowadzenia réwnan w stosunku do zjawisk fizycznych jest bedace
polaczeniem zasad fizyki i rownan rozniczkowych jest drugie prawo Newtona:

mr =R (1)
gdzie R to rownowazaca sita dziatajaca na czastke¢ punktowa.

Wyrazenie to zastosujemy do wyprowadzenia rownania ruchu nieskonczonego struny. Obieramy
czas t jako dowolny, ale jedyny. Niech U(x) to odchylenie od potozenia rownowagi. Zaktadamy tez,

ze U (x,t) U Uy. Glownym celem jest potaczenie pochodnych przez rownanie oraz z geometrig (tj.
kata nachylenia, itp.). Rozwazeniom w pewnych warunkach poddajemy mate drgania, wychylenia z
potozenia rownowagi, ktore powinny zosta¢ okreslone.

Charakterystyka odchylenia U (x) jest pochodna czastkowa

U AU

=~ A (2)

Wynika z tego. Ze aa—U =tga , gdzie a to kat nachylenia stycznej, przy czym zaktadamy, ze
X

tgall 1 (*)
czyli jest funkcja bezwymiarowa.
Druga funkcja jest p(x) tylko jednej wspotrzedne:

Am

plx)= " 3)

Podobnie waznym elementem tego wyprowadzenia jest sila naprezenia struny 7' (x) Przy

najprostszym zalozeniu sita T jest skierowana wzdtuz stycznej (struna tatwo si¢ wygina). Jesli struna
jest nieskonczona, wowczas rozciagnigcie zalezy od warunkow dla przypadku nieskonczonosci.
Interesuje nas ruch struny wzdhuz osi y, co oznacza, ze:

o*U (x,t) ) )
AmTz—T(x)sma(x)+T(x+Dx)s1na(x+Dx) (* *)
Po prawej stronie wyrazenia mamy sumg sit dziatajacych na czastke punktowa, przy czym znak ,,~”
oznacza, ze rozwazamy odcinek, a nie czastke punktowa, a przyspieszenie jest dla jednej
wspotrzednych.

Uwaga sina=~tga=——-

ox
Dla (1) uzyskujemy:
.
2
A(x)= p(x)Dxa%(zx’t) . —T(x)%+T(x+Dx) @

Przyjmujemy, ze rozwazany odcinek dazy do czastki punktowe;.



o F(x+lx F
lim g = o (5)
Ox—0  Ux ox
Roéwnanie (6) odtwarza niejako rownanie (1). Jest to tzw. drugie rownanie Newtona, ktore rowniez
nosi nazwe¢ rownania struny. Jest to rownanie dwdch zmiennych: x i t. Istnieje przypadek, gdy:
oT (x

() _g, 2, 6)

ox ox

Wtedy mowimy, ze struna jest jednorodna. Po dokonaniu pewnych uproszczen otrzymujemy:

p(x) =const ,

o°U _ToU _ o o*U

= 7

o p ox? ox? @)
. » T
gdzie: C* =—
Yo,

Roéwnanie struny jest rownaniem falowym, jednowymiarowym. Przyktad ten pozwala zrozumieé
duzy ciag zjawisk. U(x,t) posiada wigc sens fizyczny fali. Za tym stoi caly szereg przyblizen.
Jezeli kat nachylenia stycznej jest niewielki, a odchylenie od potozenia rownowagi takze jest male,
wowczas roOwnanie jest liniowe. W przypadku odrzucenia warunku (*) otrzymujemy roéwnanie
nieliniowe. RoOwnanie struny jest najprostszym rownaniem falowym. Warunek (* *) da sig
uzupethié, dodajac z lewej strony wyrazenia sil¢ zewnetrzna.

Uwaga 1
(e*)+ /(e )Yx = (4)+ / (x.1) ®)
Z prawej strony (4) nalezy jeszcze dodac sile f (x,t) zmienng w czasie (np. w polu grawitacyjnym

lub o pochodzeniu zupetnie innym- np. magnetyczne 1 wtedy na kazdy odcinek dziala sita Lorentza
zalezna od predkosci). Struna stanowi bardzo dobry przyktad jednowymiarowy.

Uwaga 2
Réwnanie w trzech wymiarach ma postac¢ ogolna:
o*U r,t - - -
p(x)%:VT(r)VU(r,t)+f(r,t) 9)

Rownanie dyfuzji. Przewodnictwo cieplne.

Ponizsze rOwnanie
oT
€= =V (kVT) (D

gdzie ¢ = -k VT wynika z prawa Fouriera.

nosi nazw¢ rownania przewodnictwa cieplnego w ukladzie trojwymiarowym. Podobne réwnanie
mozna wyprowadzi¢ dla zjawiska dyfuz;i.

Dyfuzj¢ mozna okresli¢ jako zmiang koncentracji czastek w czasie t w obszarze o powierzchni S i
objetosci V.

C(7.i) = DDmJZ

2



Niech catkowita masa czastek znajdujacych si¢ w obszarze o obj¢tosci V wynosi:
M =[C(7.t)dv (*)
4

: oM . o . .
Predko$¢ zmiany masy = jest suma strumienia Q czastek po powierzchni S
¢

oM = =
—= [ 0ds (3)
ot ,

S
gdzie dS =#ds, i to wektor jednostkowy normalny do powierzchni S.
Rownanie (3) wyraza prawo zachowania masy. Strumien czastek przeptywajacy przez powierzchnig
S wyraza rownanie:

O =-DVC(#,t) (4)
Jesli (4)1 (*) wstawimy do (2) to uzyskamy réwnanie formy zamknigtej
oC(7,t) oC(7,1)
I ——dV = | D———=dS (5)
ot , on
vV S
Stosujac prawo Gaussa - Ostrogradskiego do catki powierzchniowej S’ otrzymujemy:
oC(r,t
acrr)_ (7,VC)=(,V)C = [ div[ D(F)grad C]dV = o«c_ (VDV)C (6)
on " ot

Roéwnanie (6) to rownanie dyfuzji masy.

Uwaga W przypadku obecnosci Zrodla masy o q(r,t) dodajemy odpowiedni czton do prawej
strony wyrazenia, co daje si¢ zapisac jako:

q(r,t) :>(3)+chW (7)
Przyktadem sa reakcje chemiczne. Wtedy wynika z tego, ze

(6)+4(r.1)

Najprostszy wyrazenie powstaje w sytuacji jednowymiarowej i przy zatozeniu, ze Fal 0.
X
Woéwcezas rownanie (6) przyjmuje ponizsza postac:
2
a_c = D—a S (8)
ot ox
Rownanie Laplace’a i Poissona. Zagadnienie elektrostatyki.
divB =0 (1)
divE = f(F) ()
Jezeli E=—gradV to —divgradV =-V*V =-AV = f(F) (3)

Powyzsze réwnanie nosi nazwe¢ réwnania Poissona. Jezeli f =0, wdéwczas dostajemy znane

réwnanie Laplace’a. Natomiast kiedy 7 € {x, y}, to otrzymujemy

82(/) 82(/)
St =Sy @
o 8y2 ( )



Dostajemy réwnanie o dwoch zmiennych. Jest to rownanie Poissona na plaszczyznie.

Rownanie rozniczkowe dwoch zmiennych. Klasyfikacja.

Dotychczas rozwazaliSmy klas¢ réwnan rézniczkowych rézniczkowych jednej zmiennej. Byly to
rébwnania rozniczkowe zwyczajne. W przypadku wystgpowania dwoch zmiennych sprawa
przedstawia si¢ inacze;j.

Rozwazmy funkcj¢ dwoéch zmiennych U (x, y) 1 rébwnanie roézniczkowe liniowe drugiego rzedu,

ktére ogolnie da sig przedstawi¢ w postaci:

U o°U o*U
’ 5 2 9 ~ A~ s _:F UxaU s Ay 1
ayy (x,) N +2ay, (x y)6x6y+a22(x ¥) o7 ( yoX y) (1)
) oU oU
gdzie: U"ZE’ Uy:E

Réwnanie (1) to ogdlna posta¢ réwnania rdzniczkowego liniowego drugiego rzadu (najwyzsza
warto$¢ pochodnej) z dwoma zmiennymi o pochodnych czastkowych.

Réwnania rozniczkowe tego typu da si¢ w pewien sposob uprosci¢. Dokonamy tego poprzez
wprowadzenie nowych zmiennych niezaleznych. Oto6z kazda ze zmiennych X, y mozna przedstawic¢
w postaci kombinacji nowych zmiennych:

§=p(x,y) oraz n=y(x,y)
Stad druga posta¢ przybiera inna postaé, czyli U (x,y) — U(&,7).

Dlatego mozemy réwniez napisac:

& U, ~Vep Uy, @
88_: =U,=Usp, +Upy, ®)
Oznaczamy, ze

Uy =Usepy +2U 000 + U, 07 4)
Uy =Ugp W +Usgyo v, +Upe 0, + Uy, + Uy, + Uy, (5)
Uy, =Usey +2Weyp 00, + Uy (6)

Nastepnie rownania (4),(5),(6) wstawiamy do (1), wobec czego uzyskujemy nastgpujace wyrazenie:

2 2
(al 195 20,00, +ay @, )Ugg +2 [al 1PV + 201, (%l//y TYLP, ) Tanew, } Ugy +

) ) (7
+ (al Wy + 2a12WxV/y + aZZ‘//y )Uﬁr] =0 (U§ > Uy] > 55 77)
Rownanie (7) poddamy teraz analizie. Dokonujemy przeksztatcenia ze zmiennymi
&=o¢(x,y) oraz n=y(x,y)
Niech
allU§§ +20{12U§,7+a22U,7,7=(D(U§,U,7,§,77) (8)
2 2
oy = ay @ + 201,00, +ane, 9)

a1y = an g, +2an (0, + V.0, )+ anow, (10)



2 2
Oy = anyy +2apy W, +any, (11)

Rozpoczelismy od réwnania postaci: ay Uy, +2a;,U,, +aU,, . Jest to rownanie rézniczkowe

drugiego rzedu. Wprowadzamy nowe zmienne i dokonujemy przeksztatcenia, aby zmniejszy¢ liczbg
drugich pochodnych. Dlatego tez z (8) ¢, musi rownac si¢ zero. Natomiast rozwazmy (9), (10),

(11) jako rownania dla funkcji ¢ . Stad:

oraz
2
(111[&} +2012&+a22 =0 (ale ¢_V ¢0) (13)
y y

Wykonane zostaly dziatania algebraiczne, w wyniku ktorych dostajemy algebraiczne réwnanie
kwadratowe, przy czym ¢,, ¢@,to pochodne czastkowe. Uzyskano réwnanie rézniczkowe

pierwszego rzedu. Mozna je otrzymac wzgledem tego, ze:

2
— i —
Do TN TR g Kedy q;, %0 (14)

¢y apy
co rdwniez mozna zapisac jako:
(Dx_kiq)y =0 (15)

Rozwazajac z kolei rownanie (11) uzyskuje si¢ podobne rownanie:
w,—kiy, =0 (gdzie dobrano tak wspotezynniki, by a,, =0)

Stwierdzamy, ze jezeli istnieje rozwigzanie ¢, y , wtedy istnieje rozwiazanie o =a,, =0. Przy

czym jedno rownanie z k;. daje ¢, a drugie z k. daje .

Metoda charakterystyk

Zmierzamy do rozwiazania rownania (15). Mozna zastosowa¢ w tym miejscu metode, ktorej ideg
stanowi wybor wspotrzednych wygodnych do scatkowania rownania rézniczkowego.
Rozwazmy wobec tego rozniczke do w funkcji ¢

do =@dx+i’—fdy = dx((px +o, dy]

dx dx (16)
. dy ) .
Niech o =k (Utgf) p-katnachylenia krzywej
x
Jezeli ¢, +kep, =0 (17), to z tego wynika, ze dp =0. (18)
Otrzymujemy wowczas krzywa postaci: Z—y =k(x,y) (19)
x

dla ktorej spetniona jest zalezno$¢ (18). Wida¢ z powyzszego, ze udato si¢ sprowadzi¢ réwnanie
rézniczkowe o pochodnych czastkowych (17) sprowadzi¢ do réwnania zwyczajnego postaci (19).
Rozwiazujac natomiast to ostatnie rownanie dostajemy w wyniku, ze

@(x,y)=¢&(const) (20)
Powyzsze wyrazenie nazywa sig calka roOwnania charakterystycznego (19).



Przyktad

o~ =0 21
Rozwiazanie tego rownania wygenerujemy krok po kroku.

dy

hCA | 22

e (22)
Po scatkowaniu tego réwnania dostajemy w wyniku

y=—x+C (23)
Odpowiednikiem (20) jest tutaj

y+x=¢ (24)
Nalezy wspomnie¢, ze (24) jest szczegdlnym przyktadem roéwnania
o(x,y)=y+x

Powstaje pytanie, w jaki mozna stworzy¢ rozwiazanie ogolne. W tym celu rozpatrzmy ptaszczyzne
(X, y). Réwnanie (23) okresla rodzing krzywych dla roznych wartosci C. Pozwala to wprowadzié¢
potowe uktadu odniesienia; jest to zbidr prostych réwnoleglych.

Rozwiazanie ogolne rownania (21) jest mozliwe do otrzymania. Rozwiazanie to da si¢ zdoby¢ liczac
od punktu x=0 (tzw. zagadnienie Cauchy’ego). Wynika z tego, ze:

0(0,y)=A4(y) (25)
Zauwazy¢ nalezy, ze dopiero (25)+(21) tworzy zagadnienie Cauchy’ego, a samo (25) jest
zagadnieniem poczatkowym rownania (21). Rozwiazanie jest funkcja zmiennej &.

o(x.y)=A(5)=A(x+y)

Twierdzenie
Dowolna funkcja 4 (x + y) jest rozwigzaniem (21).

04 0& 04

¢x == 5
0 ox O

e

skad @, -, =4:—A4:=0

Uwaga
Jezeli (25) zawiera funkcje 4 ( y) , wtedy (p(x, y) = A(x + y) jest rozwiagzaniem (21)+ (25)

albo zagadnienia Cauchy’ego.

Ogolnie
A(&)jest rozwiazaniem rownania (15), jesli tylko &=g¢(x,») jest catka rownania
charakterystyk.



Do rownania struny

Powyzej udalo si¢ rozwiaza¢ rownanie powstate na drodze transformacji rdwnania rézniczkowego
pochodnych czastkowych drugiego rzedu. Majac rozwiazanie roéwnania (15) mozna wprowadzié
dwie zmienne, roznigce si¢ o czynnik k,. Z kolei eliminujac oq; 1 a,,, mamy o, ( tu
poszczegolne czynniki nie wyzeruja sig).

Wro¢my do postaci ogolnej rownania rézniczkowego danej przez:

a1 Ugy =®(U,U, U 1) (26)
Funkcja ta przybiera taka formg¢ ze wzgledu na to, iz udaje si¢ rozwiaza¢ (15) 1 w dodatku pod
warunkiem k. # k_ W tym przypadku istnieje dwie funkcje:

a) £=g(x,y), ktora jest pierwsza catka ¢, —k, =0

b) p=w (x,y) , bedaca pierwsza catka . —k_t//y =0

Uzyskujemy w tej sytuacji dwie nastgpujace mozliwosci:

1. A= alzz —ay1ay, >0 w obszarze D —R?

Ogolnie a;, 1 a,, sa funkcjami, a to oznacza, ze k, 1 k_ sa rzeczywiste. Wtedy cz¢S$¢ urojona
Imk, =0, co prowadzi do tego, ze & 1 1 sa rzeczywiste. Rownanie (20) przyjmuje posta¢ (26) w

nowych zmiennych. Wtedy (1) nosi nazwg rownania hiperbolicznego hiperbolicznego obszarze. W
tych wspotrzednych réwnania sa rzeczywiste.

Uwaga
Koncowa forma (26) przedstawia si¢ nastepujaco:
Ugy =®(U,,U,.U.E.17) (26")

Roéwnanie (26°) to posta¢ kanoniczna rownania (26).

2. A<0

W takim przypadku zmienne sa zmiennymi zespolonymi

ke =kt —ky. (27)
Z tego wynika, ze

E=0+ir (28)
n=o-ir (29)

Roéwnania te sa sprzezone.

Jezeli k, =k , wtedy & 1 17 sa zmiennymi sprz¢zonymi. Latwo wowczas przej$¢ do zmiennych
E+n=20
E—n=2ir
przy czym o1 7 sa zmiennymi rzeczywistymi. Oznacza to dalej, ze
2 2 2
e = ou Dﬁl{+al2]=Ugg+Uﬂ=AU(0',r) (30)
oton Oo~ Ot

W takim przypadku réwnanie (1) nazywamy réwnaniem eliptycznym.




Zas
UGJ+Uﬂ=q)2(UU,UT,U,O',T) 31)

nosi nazwg postaci kanonicznej rownania (30).

3.A=0  wtedy k, =k

Otrzymujemy jedno rownanie. Istnieje wigc wowczas tylko & = (o(x, y) (32)
Mozna dla tego przypadku udowodni¢, ze wowczas «,, =0. Oznacza to, ze jedna zmienna moze
zosta¢ wybrana jako (29), a druga- dowolnie, np. &=x. Tzn. aby spelniony byl jakobian, ktory
powinien by¢ okreslony jednoznacznie.

G Y (33)
Formuta kanoniczna przedstawia si¢ nastgpujaco:
U‘f +U77]7 =¢3 (UéaUnJU’ 5) 77) (34)

Odnoszac powyzsze zagadnienia do fizyki mozna zauwazy¢, ze w przypadku 3. mamy do czynienia
z rownaniem dyfuzji. I wtedy £[1¢ oraz nl] x. Przypadek 2. obrazuje réwnanie Poissona i

AU = f. Za$ 1. przedstawia rownanie falowe, a w uktadzie jednowymiarowym jest to juz rOwnanie

struny. Widzimy wigc, ze kazde z przedstawionych réwnan posiada swoja forme¢ kanoniczna.
Natomiast majac ksztatt takiego rownania, mozna juz wnioskowac o jego typie.

Twierdzenie
Znak a),—a,a,, =A jest niezmiennikiem transformacji typu x,y—&,n. Jako

wspotczynnik traktujemy jakobian postaci o, —a,,a,, = J°A.

Przedstawione réwnania, tj. rownanie dyfuzji, Poissona, falowe stanowia niejako podstawe fizyki
teoretycznej. W oparciu o nie otrzymujemy modele réznych proceséw. Mozna tez stwierdzié¢, ze
réwnanie rézniczkowe daje podstawy, by zrozumie¢ fizyke jako cato$¢ oraz przewidzie¢ modele
procesow.

Rownanie hiperboliczne. Rozwiqzanie rownania struny. Propagacja fal.

Rozwazmy propagacjg fali ptaskiej w prozni.
U,-C*U,_ =0 (1)

. T :
gdzie ct==, przy czym: T, =const, p, = const = struna jednorodna
yo,

Postepujemy jak podobnie jak dotychczas. Wybieramy metode charakterystyk. Przechodzimy do
zmiennych (x,?). Przyjmujemy, ze x € (—o0,0). Sprowadzamy do funkcji kanonicznej

2
P T2 T aip —ayay 2

+

() ap




1

Tutaj: a5, =0, a; =1, a = —C?. Natomiast ky =

Roéwnanie charakterystyk przedstawia si¢ nastgpujaco:
& _ic
dt
czyli dostajemy dwa r6ézne réwnania hiperboliczne.
Stad
x—ct=¢
xX+ct=n
Uzyskujemy réwnanie kanoniczne:

U§77:0

=+C.

3)

(4)
)

Dostajemy uktad wspotrzednych £1 7. Na podstawie powyzszego rOwnania mozemy zapisac jego

ogo6lne rozwiazanie jako:
U=®(&)+F(n)
Natomiast
U:q)(x—ct)+F(x+cl)

stanowi rozwigzanie og6lne (1).

(6)

(7)



