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1 Równanie różniczkowe zwyczajne

1.1 Pojeιcie równania różniczkowego

Pochodna funkcji y(x)

y
′
=

dy

dx
. (1.1)

Rozważmy równanie różniczkowe
y

′
= f(x). (1.2)

Ca�lkujaιc to równanie, możemy znaleźć jego rozwiaιzanie

y(x) =
∫ x

0

f(ξ)dξ + const. (1.3)

W powyższym równaniu const oznacza sta�laι ca�lkowania. Sta�la ca�lkowania może być w�laιczona do
granic ca�lkowania.

Przyk�lad
y

′
= c (c = const). (1.4)

Po sca�lkowaniu otrzymujemy
y = cx + const

′
(1.5)

Dostalísmy rozwiaιzanaie ogólne, zawiera ono nieskończenie wiele rozwiaιzań równania. W konkret-
nym przypadku interesuje nas rozwiaιzanie szczególne, potrzebna jest dodatkowa informacja -
wartość funkcji w jakimś punkcie.

W ogólności trudno jest uzyskać rozwiaιzanie równania różniczkowego. Sytuacja komplikuje sieι
już przy równaniach drugiego stopnia

y
′′

= f(y, x) (1.6)

Równanie (1.6) nie ma rozwiaιzania analitycznego, nie udowodniono jego istnienia.
Równania różniczkowe to jedno z podstawowych narzeιdzi używanych w fizyce teoretycznej. W

równaniach fizyki teoretycznej symbolom matemacznym odpowiadajaι wilekości fizyczne. Przyk�lad:

vx = lim
Δt→0

Δx

Δt
= ẋ (1.7)

Powyższe wyrażenie nie jest równaniem, a definicjaι preιdkości. Abyśmy mogli mówić o równaniu,
musimy znać wielkości, które sieι w nim pojawiaι. Wyrażenie

mẍ = −kx (1.8)

można nazwać równaniem, o ile wiemy, co kryje sieι za każdym użytym symbolem. Powszech-
nie wiadomo, że wzór (1.8) jest jednym z równań Newtona; m oznacza maseι cia�la, k jest
wspó�lczynnikiem spreιżystości, x określa po�lożenie, a ẍ przyspieszenie. Jest to równanie różniczkowe
drugiego rzeιdu. Jak je rozwiaιzać? Można próbować odgadnaιć rozwiaιzanie.
Z matematycznego punktu widzenia najistotniejsze saι nasteιpujaιce aspekty:

• Czy istnieje rozwiaιzanie?

• Czy jest jedno rozwiaιzanie, czy wieιcej?

• Rozwiaιzanie ogólne?

• Stabilność rozwiaιzania

• Ca�lkowalność rozwiaιzania
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Jeżeli istnieje stabilne, jednoznaczne rozwiaιzanie, możemy mówić, że mamy do czynienia z fizykaι.
W fizyce wszystko jest określone jednoznacznie.
Podstawmy do równania (1.8)

x(t) = a sinωt. (1.9)

Otrzymamy
mω2 = k. (1.10)

Aby określić wartość sta�lej a, potrzebujemy warunku poczaιtkowego. Ilość potrzebnych warunków
poczaιtkowych zależy od rzeιdu pochodnej. Funkcja

x(t) = b cosωt (1.11)

też jest rozwiaιzaniem naszego równania. Można wieιc zapisać

x(t) = a sinωt + b cosωt. (1.12)

Niezbeιdne warunki poczaιtkowe - po�lożenie i preιdkość poczaιtkowa{
x(0) = x0

x
′
(0) = v0

(1.13)

Potrzebne by�ly dwie wielkości, bo równanie jest drugiego rzeιdu.
Bardzo istotnym problemem jest stabilność rozwiaιzania. W fizyce jest toważne, ponieważ wszelkie
pomiary dokonywane saι z pewnaι dok�ladnościaι. Mówimy, że rozwiaιzanie jest stabilne, jeśli ma�la
zmiana argumentu t → t + δ prowadzi do ma�lej zmiany wartości funkcji x → x + ε.
Zdefiniujmy ε i δ:

|x̃ − x| < ε (1.14)∣∣t̃ − t
∣∣ < δ. (1.15)

Jeżeli dla każdego (dowolnie ma�lego) ε z równania (1.14) istnieje takie δ, że spe�lnione jest równanie
(1.15), to mówimy o stabilności w stosunku do zmian argumentu. Inne ważne pojeιcia to stabilność
wzgleιdem warunków poczaιtkowych i wzgleιdem wspó�lczynników równania. Saι one zwiaιzane z
ciaιg�lościaι.
Uogólnienie równania (1.8) ⎧⎨⎩

mẍ = f1(x, y, z, ẋ, ẏ, ż)
mÿ = f2(x, y, z, ẋ, ẏ, ż)
mz̈ = f3(x, y, z, ẋ, ẏ, ż)

(1.16)

lub inaczej
m�̈r = f(�r, �̇r, t). (1.17)

Niektóre takie uk�lady majaι swoje rozwiaιzania analityczne.

1.2 Równania o zmiennych rozdzielonych

Rozważmy równanie
y

′
= f(x), (1.18)

czyli
dy

dx
= f(x), (1.19)

co można zapisać w postaci
dy = f(x)dx, (1.20)

a nasteιpnie sca�lkować.
Jeśli za pomocaι pewnych przekszta�lceń równanie można doprowadzić do postaci (1.18) lub (1.20),
to dostajemy równanie o zmiennych rozdzielonych. To, czy jest możliwe takie przekszta�lcenie,
można sprawdzić za pomocaι teorii grup Lie’go.
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1.3 Równanie liniowe rzeιdu pierwszego

Równanie jest liniowe, jeśli niewiadome i ich pochodne wysteιpujaι w pierwszej poteιdze. Równanie

ẋ = exp(x) =
∑

n

xn

n!
(1.21)

nie jest liniowe. W fizyce najważniejszym przyk�ladem procesu nieliniowego jest zależność od am-
plitudy

x = aϕ(t), a − amplituda. (1.22)

W procesach liniowych efekty nie zależaι od amplitudy.
Ogólna postać równania różniczkowego pierwszego rzeιdu:

y
′
= f(x, y). (1.23)

Równanie różniczkowe pierwszego rzeιdu zawsze ma rozwiaιzanie - można udowodnić, że dla równań
pierwszego rzeιdu rozwiaιzanie zawsze istnieje.
Matematycznie - zamiana y → αy prowadzi do nowego równania, które jest równoważne do (1.23).
Takie przekszta�lcenie nazywamy przeskalowaniem. Przeskalowanie jest ważne w fizyce, skala
określa wymiar fizyczny. Jeśli równanie różniczkowe jest symetryczne wzgleιdem przeskalowania
niewiadomych, to jest liniowe. Mamy

y → αy = ỹ ⇒ y =
ỹ

α
(1.24)

zatem

y
′
=

dy

dx
=

d
dx

(
ỹ

α

)
=

1
α

dỹ

dx
. (1.25)

Nasze równanie różniczkowe zapiszemy w postaci

1
α

dỹ

dx
= f

(
ỹ

α
, x

)
(1.26)

czyli
dỹ

dx
= αf

(
ỹ

α
, x

)
= f(ỹ, x). (1.27)

w ostatniej równości za�lożylísmy, że funkcja f spe�lnia odpowiedni warunek niezmienniczości. Nie
każda funkcja f spe�lnia ten warunek, tylko funkcje liniowe wzgleιdem y dajaι równania liniowe. W
ogólności

f(ỹ, x) = A(x)ỹ + B(x). (1.28)

Zgodnie z (1.27) musi zachodzić
Aαy + B = (Ay + B)α (1.29)

staιd wynika, że
B = 0 (1.30)

a nasze równanie liniowe ma postać
y

′
= A(x)y. (1.31)

Jak widać, równanie (1.31) jest równaniem o zmiennych rozdzielonych:

dy

dx
= A(x)y (1.32)

staιd
dy

y
= A(x)dx. (1.33)
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Ca�lkujaιc powyższe równanie, mamy

ln y =
∫ x

0

A(x)dx + lnC (1.34)

ostatecznie, można zapisać

y(x) = C exp
(∫ x

0

A(x)dx

)
(1.35)

Wzór (1.35) okres�la rozwiaιzanie ogólne równania liniowego (1.23). Wielkość ln C jest sta�laι
ca�lkowania.

13.10.2003

1.4 Równania liniowe drugiego rzeιdu, mechanika czaιstki punktowej. Os-
cylator

Ogólne równanie drugiego rzeιdu
y

′′
= f(y

′
, y, x). (1.36)

Nie istnieje twierdzenie, mówiaιce o tym, że rozwiaιzanie tego równania zawsze istnieje.
Równanie liniowe drugiego rzeιdu (wysteιpuje symetria wzgleιdem przekszta�lcenia ỹ = αy):

A(x)y
′′

+ B(x)y
′
+ C(x)y = 0. (1.37)

W przypadku równań rzeιdu drugiego poszukiwanie rozwiaιzań jest bardziej skomplikowane niż dla
równań rzeιdu pierwszego. Nawet dla równań liniowych tudno jest znaleźć rozwiaιzania ogólne.

Równania różniczkowe liniowe drugiego rzeιdu saι bardzo czeιsto wykorzystywane w fizyce. Za-
piszmy równanie (1.37) w postaci

d2y

dx2
+ α(x)

dy

dx
+ β(x)y = 0. (1.38)

Niech zmienna x reprezentuje czas. Pochodne po czasie zwykle oznacza sieι kropkami

ẏ =
dy

dt
(1.39)

ÿ =
d2y

dt2
. (1.40)

Równanie w postaci
mÿ + αẏ + βy = 0, (1.41)

gdzie α i β saι sta�le, opisuje oscylator liniowy t�lumiony. Każdemu symbolowi odpowiada pewna
wielkość fizyczna: m jest masaι czaιstki punktowej, wykonujaιcej drgania, y opisuje po�lożenie tej
czaιstki, sk�ladnik αẏ reprezentuje si�ly t�lumienia, a βy = ky si�leι Hooke’a.

W nierelatywistycznej mechanice kwantowej jednym z podstawowych równań jest

− h̄2

2m

d2Ψ(x)
dx2

+ U(x)Ψ(x) = EΨ(x). (1.42)

Jest to jedna z postaci równania Schrödingera. W powyższym wzorze h̄ jest sta�laι Plancka, m
jest masaι czaιstki, x opisuje jej po�lożenie, Ψ(x) jest tzw. funkcjaι falowaι, U(x) reprezentuje energieι
potencjalnaι, a E jest wartościaι w�lasnaι tego równania i odpowiada energii ca�lkowitej czaιstki. Intere-
suje nas rozwiaιzanie tego równania wraz z pewnym warunkiem brzegowym. Rówanie (1.42) wraz
z narzuconym warunkiem beιdzie przyk�ladem tzw. zagadnienia w�lasnego. W wyniku rozwiaιzania
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tego zagadnienia w�lasnego otrzymujemy zbiór wartości w�lasnych {Ei} (jest to tzw. widmo energii
czyli zbiór możliwych wartości energii) oraz funkcje w�lasne ΨE(x). Jeśli narzucamy warunek∫ +∞

−∞
|ΨE |2 dx < ∞, (1.43)

uzyskamy widmo dyskretne, energia beιdzie mog�la przyjaιć jednaι ze zbioru konkretnych wartości.
Warunek (1.43) oznacza, że opisywana czaιstka jest fizycznie zlokalizowana wokó�l pewnego miejsca,
mówimy, że czaιstka jest zwiaιzana. W procesach niestacjonarnych (np. w zjawiskach rozpraszania)
dodajemy do równania Schrödingera inne warunki i wówczas możemy otrzymać tzw. widmo ciaιg�le,
tzn. energia beιdzie mog�la przyjaιć wartość dowolnaι. W pewnych zagadnieniach można również
otrzymać widmo mieszane. Charakter widma zależy także od U(x). Jeśli U(x) = 0, otrzymamy
tylko widmo ciaιg�le. A w przypadku tzw. nieskończonej studni potencja�lu

U(x) =
{ −∞ dla 0 ≤ x ≤ a

0 dla x > a
(1.44)

dostaniemy tylko widmo dyskretne.
Do równania (1.41) dodajemy warunki poczaιtkowe

y(0) = y0, ẏ(0) = v0 (1.45)

�Laιczaιc (1.41) i (1.45), dostajemy zagadnienie w�lasne dla jednowymiarowego oscylatora t�lumionego.
Zagadnienia w�lasne czeιsto spotyka sie również w teorii rezonatorów akustycznych i elektromag-

netycznych.

1.4.1 Ruch jednowymiarowy czaιstki punktowej

Mamy czaιstkeι punktowaι o masie m, niech x(t) oznacza po�lożenie tej czaιstki w chwili t. Ruch tej
czaιstki można opisać równaniem

mẍ = R(x). (1.46)

Rozwiaιzanie x(t) beιdzie zależa�lo od po�lożenia poczaιtkowego x0 i preιdkości poczaιtkowej v0. Na
podstawie przes�lanek fizycznych ustalamy przedzia�ly t ∈ [0, +∞) oraz x ∈ (−∞, +∞). Mnożaιc
równanie (1.46) przez ẋ, dostaniemy

mẋẍ = R(x)ẋ. (1.47)

Na podstawie w�lasności pochodnej funkcji z�lożonej, wiemy, że

d
dt

f(x) =
df(x)

dx
ẋ, (1.48)

zatem można zapisać
d
dt

(
ẋ2

)
= 2ẋẍ. (1.49)

Korzystajaιc z (1.49), uzyskamy
1
2

m
d
dt

(
ẋ2

)
= R(x)ẋ. (1.50)

Skorzystajmy jeszcze raz z równania (1.48), zapiszmy je w postaci

d
dt

U(x) =
dU(x)

dx
ẋ. (1.51)

Za�lóżmy, że istnieje taka funkcja U(x), że

dU(x)
dx

= −R(x). (1.52)

6



Aby to by�lo możliwe, funkcja R(x) musi być ca�lkowalna. Równanie (1.50) przyjmie teraz postać

1
2

m
d
dt

(
ẋ2

)
= −dU

dt
(1.53)

a po sca�lkowaniu
mẋ2

2
+ U = E, (1.54)

gdzie E jest sta�laι, któraι nazwiemy energiaι. Wyrażenie (1.54) jest ca�lkaι pierwszaι równania (1.46),
można je nazwać prawem zachowania energii. Równanie (1.52) jest równaniem o zmiennych
rozdzielonych, wieιc �latwo znajdujemy

U(x) = −
∫ x

−∞
R(x

′
)dx

′
. (1.55)

Równanie (1.54) jest równaniem różniczkowym - zawiera pochodnaι po czasie. W ogólności, gdy
mamy do czynienia z wyrażeniem

F (ẋ, x, t) = 0, (1.56)

próbujemy doprowadzić je do postaci
ẋ = f(x, t). (1.57)

W naszym przypadku

ẋ2 =
2
m

(E − U), (1.58)

a w konsekwencji

ẋ =

√
2
m

(E − U). (1.59)

Znów mamy do czynienia z równaniem o zmiennych rozdzielonych

dt =
dx√

2 (E − U(x)) /m
, (1.60)

a staιd

t =
√

m

2

∫
dx√

(E − U(x))
+ const. (1.61)

W przypadku, gdy wartośc energii beιdzie równa E3, E1 < E3 < E2 i x ∈ [x1(E3); x2(E3)] (patrz
rysunek). Ruch beιdzie okresowy, okres beιdzie wynosi�l T :

T =
√

m

2

∫ x2

x1

dx√
(E − U(x))

. (1.62)

Na podstawie wzoru (1.54)
mẋ2

2
= E − U, (1.63)

wieιc dla E = U , mamy ẋ = 0, czaιstka beιdzie sieι w tych punktach zatrzymywać i zawracać. A
zatem czaιstka nigdy nie wyleci poza obszar [x1; x2], nigdy nie zajdzie warunek E < U , saι to
”punkty wzbronione” - preιdkość nie może być ujemna.

1.4.2 Wahad�lo sferyczne

Czaιstka zawieszona jest na nieważkiej nici i może poruszać sie nie tylko w p�laszczyźnie. Opis w
trzech wymiarach, poczaιtek uk�ladu wspó�lrzeιdnych umieszczamy w punkcie zaczepienia nici. Uk�lad
wspó�lrzeιdnych sferycznych (l, θ, ϕ), θ - kaιt biegunowy, ϕ - kaιt azymutalny. Nić jest nierozciaιgliwa,
l oznacza d�lugość nici, l̇ = 0. Sk�ladowe preιdkości saι do siebie ortogonalne

vθ = lθ̇, (1.64)
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x

U

E

E

E3

1

2

x x1 2

Rysunek 1: Przyk�lad potencja�lu w równaniu (1.61)

vϕ = l sin θϕ̇. (1.65)

Energia

E =
m�v2

2
=

m

2
(
v2

θ + v2
ϕ

)
=

ml2

2

(
θ̇2 + sin2 θϕ̇2

)
. (1.66)

Można pokazać, że
dE

dt
= 0, (1.67)

tzn. że E jest sta�le. Mówimy, że E jest sta�la ruchu. Jest jeszcze druga sta�la ruchu. Równanie
zachowania momentu peιdu:

mρvϕ = ml2 sin2 θϕ̇ = Mϕ = const, (1.68)

gdzie
ρ = l sin θ. (1.69)

Równania (1.66) i (1.68) tworzaι uk�lad dwóch równań różniczkowych pierwszego rzeιdu. Z (1.68)
wyznaczamy ϕ̇

ϕ̇2 =
Mϕ2

m2l4 sin4 θ
(1.70)

i podstawiamy do (1.66) :
ml2

2
θ̇2 +

Mϕ2ml2

2m2l4 sin2 θ
= E, (1.71)

staιd

θ̇2 =
2

ml2

(
E − Mϕ2

2ml2 sin2 θ

)
(1.72)

pierwiastkujemy i ca�lkujemy

t =
∫ [

2
ml2

(
E − Mϕ2

2ml2 sin2 θ

)]−1/2

dθ (1.73)

8



Nie ma rozwiaιzań za pomocaι funkcji elementarnych. Rozwiaιzanie wyraża sie przez funkcje elipty-
czne (przyk�lad tzw. funkcji specjalnych). Majaιc zależność θ(t) podstawiamy jaι do (1.70).

20.10.2003

Przypomnienie. Za�lóżmy, że istnieje taka funkcja U(x), że si�leι F (x) można zapisać

F (x) = −∂U

∂x
. (1.74)

Z równania Newtona
mẍ = F (x) (1.75)

wynika, że

E(x, ẋ) =
mẋ2

2
+ U = const, (1.76)

Ė(x, ẋ) = 0. (1.77)

Mówimy, że E jest pierwszaι ca�lkaι ruchu. Znajdujemy preιdkość

ẋ = φ(x, E) =
dx

dt
, (1.78)

a staιd wyznaczamy

t =
∫

dx

φ
, (1.79)

jest to druga ca�lka ruchu.
Problem ca�lkowalności uk�ladów równań różniczkowych

ẋi = fi(x1, ..., xn), i = 1, ..., n. (1.80)

Liouville sformu�lowa�l twierdzenie o ca�lkowalności uk�ladu (1.80). Nie zawsze istnieje rozwiaιzanie
(1.80). Gdy istnieje n ca�lek ruchu Ci, i = 1, ..., n i gdy nawias Piossona

{Ci, Cj} = 0, (1.81)

to istnieje rozwiaιzanie (1.80) w postaci ca�lek (kwadratura), patrz ksiaιżka Ince’a.

1.4.3 Ca�lki eliptyczne

W ksiaιżce ”Higher Transcendental Functions” vol. 3 - o funkcjach eliptycznych i automorficznych.
Problemem zwiaιzanym z ca�lkami eliptycznymi jest odnalezienie x(t), gdyż mamy wyrażenie na t.

Określenie
Ca�lka eliptyczna

I =
∫

R(x, y) dx, (1.82)

gdzie R jest funkcjaι wymiernaι u�lamkowaι

R =
Q(x, y)
S(x, y)

(1.83)

a y jest pierwiastkiem wielomianu rzeιdu n

y(x) =
√

Pn(x). (1.84)

Daιżymy do znalezienia krzywej y(x).
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1.4.4 Oscylator

Równanie oscylatora niet�lumionego

mẍ + αẋ + βx = 0. (1.85)

Weźmy funkcjeι
f(t) = eγt, (1.86)

jej pochodna
ḟ(t) = γ eγt. (1.87)

Weźmy
x(t) = C eγt, (1.88)

i wstawmy to do równania oscylatora (1.85)

eγt
(
mγ2 + αγ + β

)
= 0. (1.89)

Staιd otrzymujemy wielomian charakterystyczny

mγ2 + αγ + β = 0, (1.90)

którego pierwiastkami saι

γ± = − α

2m
±

√
α2

4m2
− β

m
. (1.91)

Równanie oscylatora jest liniowe, daje to możliwość przeskalowania zmiennych. Z liniowości
równania wynika również zasada superpozycji: jeśli istniejaι dwa rozwiaιzania x1 i x2 równania
(1.85), to wtedy

x = C1x1 + C2x2 (1.92)

również jest rozwiaιzaniem (1.85)

x(t) = C1e
γ+t + C2e

γ−t. (1.93)

Pytanie, czy (1.93) określa rozwiaιzanie ogólne (1.85) ? Pojeιcie liniowej niezależności funkcji.
Funkcje xi saι liniowo niezależne na pewnym odcinku, jeśli ich kombinacja liniowa zeruje sieι tylko
w przypadku, gdy wspó�lczynniki Ci saι równe zeru:

C1x1(x) + C2x2(x) + ... + Cnxn(x) = 0 ⇒ Ci = 0, i = 1, ..., n. (1.94)

Można pokazać, że funkcje eγ±t saι liniowo niezależne. Mamy warunki poczaιtkowe

x(0) = x0, ẋ(0) = v0, (1.95)

uwzgleιdniamy je w (1.93)
x(0) = C1 + C2 = x0, (1.96)

ẋ(0) = C1γ+ + C2γ− = v0. (1.97)

Warunek istnienia rozwiaιzań - niezerowy wyznacznik:∣∣∣∣ 1 1
γ+ γ−

∣∣∣∣ �= 0, (1.98)

zatem

γ− − γ+ = −2

√
α2

4m2
− β

m
�= 0. (1.99)

Tw.
Jeśli γ− �= γ+, to wzór (1.93) określa jednoznacznie rozwiaιzanie równania (1.85).
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To znaczy, że można przy jego pomocy rozwiaιzać dowolne zagadnienie poczaιtkowe (czyli wyznaczyć
sta�le C1 i C2). Gdy γ− = γ+, to istnieje drugie rozwiaιzanie o postaci

x(t) = t eγt. (1.100)

Uwaga fizyczna.
Wielkość x opisuje po�lożenie cia�la, czeι ść urojona x jest równa zeru

Imx = 0, ⇒ x∗ = x, (1.101)

gdzie ∗ oznacza sprzeιżenie zespolone. Znamy tożsamości

eix = cosx + i sin x, (1.102)

e−ix = cosx − i sin x, (1.103)

’i’ - jest jednostkaι urojonaι. Pamieιtamy, że

γ± = − α

2m
±

√
α2

4m2
− β

m
, (1.104)

zatem γ może być zespolone. W takim wypadku zapiszemy

x = C1 cos γ+t + C2 cos γ−t + i (C1 sinγ+t + C2 sin γ−t) . (1.105)

Przepiszmy równanie (1.85) w postaci

mẍ = −αẋ − βx. (1.106)

Równanie to może opisywać ruch cia�la o masie m, wykonujaιcego drgania na spreιżynie. Cz�lon −αẋ
opisuje si�ly oporu, a FH = −βx jest si�laι Hooke’a (β > 0). Przy s�labym t�lumieniu si�la Hooke’a jest
dużo wieιksza od si�ly t�lumiaιcej, staιd wynika

α2

4m2
<<

β

m
. (1.107)

Przy powyższym za�lożeniu, zapiszemy√
α2

4m2
− β

m
= i

√
β

m
− α2

4m2
= iω, (1.108)

wielkość ω beιdzie opisywać czeιstość drgań. Rozpiszmy

eγ+t = exp
[−αt

2m

]
(cosωt + i sin ωt) (1.109)

eγ−t = exp
[−αt

2m

]
(cosωt − i sin ωt) . (1.110)

Podstawimy to do naszego x(t)

x = C1e
γ+t + C2e

γ−t = exp
[−αt

2m

]
(C1 cosωt + C2 cosωt + iC1 sinωt − iC2 sin ωt) . (1.111)

Czaιstka beιdzie oscylować, amplituda oscylacji beιdzie mala�la eksponencjalnie. Okres drgań beιdzie
wynosi�l

T =
2π

ω
. (1.112)

Ogólny sposób posteιpowania przy rozwiaιzywaniu równania:
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• uzyskanie rozwiaιzań szczególnych

• uzyskanie rozwiaιzania ogólnego

• warunki poczaιtkowe (brzegowe)

• końcowe rozwiaιzanie (wybór sta�lych)

27.10.2003

1.5 Rozwiaιzywanie równań niejednorodnych o wspó�lczynnikach sta�lych

1.5.1 Określenie równania niejednorodnego i ogólne twierdzenia

W poniższym równaniu x = x(t)
mẍ + αẋ + kx = f(t). (1.113)

Jeśli w tym równaniu f(t) = 0, równanie to beιdzie jednorodne. Natomiast jeśli funkcja f(t) nie
jest tożsamościowo równa zeru, i jest niezależna od rozwiaιzania x(t), wówczas równanie (1.113)
beιdzie równaniem niejednorodnym. Takie równanie może s�lużyć np. do opisu wahad�la t�lumionego,
poddanego dzia�laniu pewnej zewneιtrznej si�ly wymuszajaιcej drgania.

Równanie (1.113) można zapisać nasteιpujaιco(
m

d2

dt2
+ α

d
dt

+ k

)
x = f(t). (1.114)

Definiujaιc operator L̂

L̂ = m
d2

dt2
+ α

d
dt

+ k, (1.115)

równanie (1.114) przepiszemy w postaci

L̂x = f(t). (1.116)

Funkcja x(t) oraz L̂(x) powinny należeć do pewnej przestrzeni funkcyjnej U . Interesuje nas przy-
padek, kiedy operator jest liniowy, tzn.

L̂(ax1 + bx2) = aL̂x1 + bL̂x2. (1.117)

Dzia�lanie operatora liniowego na kombinacjeι liniowaι dwóch rożwiaιzań jest równoważne kombinacji
liniowej rozwiaιzań poddanych dzia�laniu tego operatora.

Wzór (1.116) jest najogólniejszaι postaciaι naszego równania niejednorodnego. Formalnie można
zapisać

x = L̂−1f (1.118)

Niech x0(t) beιdzie rozwiaιzaniem równania jednorodnego

L̂x0 = 0. (1.119)

Przez podstawienie można sprawdzić, że poniższa postać x0(t) spe�lnia równanie (1.119)

x0(t) = e−γt (C1 cosω0t + C2 sin ω0t) , (1.120)

przy czym ω0 jest czeιstościaι drgań w�lasnych, a γ jest wspó�lczynnikiem t�lumienia. Funkcja ta
opisuje oscylacje zanikajaιce z up�lywem czasu. Poszukiwanie rozwiaιzania równania niejednorodnego
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jest bardziej z�lożone.

Tw.
Rozwiaιzanie ogólne równania niejednorodnego jest sumaι rozwiaιzania równania jednorodnego x0(t)
i rozwiaιzania szczególnego równania niejednorodnego xn(t)

x = x0 + xn (1.121)

Rozwiaιzanie ogólne beιdzie zawiera�lo w sobie wszystkie możliwe po�lożenia poczaιtkowe i preιdkości
poczaιtkowe. Niech funkcja f(t) w równaniu (1.113) opisuje si�leι wymuszajaιcaι o czeιstości ω

f(t) = f0 cosωt. (1.122)

Rozwiaιzaniem szczególnym równania niejednorodnego beιdzie w naszym przypadku

xn(t) = A cosωt + B sin ωt. (1.123)

Funkcje sin i cos saι liniowo niezależne, a wieιc xn beιdzie sieι mog�lo na jakimś odcinku wyzerować
tylko wtedy, gdy obie sta�le A i B beιdaι równe zeru. Podstawiajaιc równanie (1.123) do (1.113),
otrzymamy

−mω2 (A cosωt + B sin ωt) + αω (−A sinωt + B cosωt) + k (A cosωt + B sin ωt) = f0 cosωt.

(1.124)

Korzystamy z liniowej niezależności sin i cos (zapisujemy osobno czynniki stojaιce przy cosωt i
sin ωt)

−mω2A + αωB + kA = f0 (1.125)

−mω2B − αωA + kB = 0. (1.126)

Z powyższego uk�ladu równań obliczamy wartości sta�lych A i B i otrzymamy rozwiaιzanie szczególne
równania niejednorodnego a w konsekwencji rozwiaιzanie ogólne równania niejednorodnego (1.113)

x(t) = e−γt (C1 cosω0t + C2 sinω0t) + A cosωt + B sin ωt. (1.127)

W rozwiaιzaniu tym możemy uwzgleιdnić dowolne warunki poczaιtkowe

x(0) = x00 (po�lożenie poczaιtkowe), (1.128)

ẋ(0) = v0 (preιdkość poczaιtkowa). (1.129)

1.5.2 Równanie różniczkowe pierwszego rzeιdu

Ogólna postać liniowego równanania pierwszego rzeιdu

ẋ(t) + ϕ(t)x(t) = ψ(t). (1.130)

Jeśli ψ ≡/ 0, to równanie jest niejednorodne. Znajdźmy rozwiaιzanie x0(t) równania jednorodnego

ẋ0(t) + ϕ(t)x0(t) = 0. (1.131)

Zapiszmy to w postaci
dx0(t)

dt
= −ϕ(t)x0(t), (1.132)

staιd
dx0(t)
x0(t)

= −ϕ(t)dt. (1.133)

Po sca�lkowaniu mamy

ln |x0(t)| = −
∫ t

t0

ϕ(τ)dτ, (1.134)
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wieιc

x0(t) = C exp
(
−

∫ t

0

ϕ(τ)dτ

)
, (1.135)

gdzie sta�la C zawiera ca�lkeι od t0 do t. Wprowadźmy oznaczenie

T (t) = exp
(
−

∫ t

0

ϕ(τ)dτ

)
, (1.136)

x0(t) = CT (t). (1.137)

Dla t = 0
T (0) = 1 ⇒ X(0) = C = x00. (1.138)

Rozwiaιzujemy równanie niejednorodne, poprzez za�lożenie, że C jest funkcjaι t (uzmiennianie sta�lej)

xn(t) = C(t)T (t). (1.139)

Podstawiajaιc (1.139) do (1.130), mamy

ĊT + CṪ + ϕCT = ψ (1.140)

ale na ponieważ T jest rozwiaιzaniem równania jednorodnego, zachodzi

C
(
Ṫ + ϕT

)
= 0. (1.141)

W równaniu (1.140) pozostanie
ĊT = ψ, (1.142)

wieιc
Ċ = ψ/T, (1.143)

staιd, po uwzgleιdnieniu (1.136)

C(t) =
∫ t

0

ψ(τ) exp
(∫ τ

0

ϕ(ξ)dξ

)
dτ. (1.144)

Ostatecznie, rozwiaιzanie szczególne równania niejednorodnego przyjmie postać

xn(t) =
[
exp

(
−

∫ t

0

ϕ(τ)dτ

)]
·
∫ t

0

ψ(τ) exp
(∫ τ

0

ϕ(ξ)dξ

)
dτ. (1.145)

Rozwiaιzanie ogólne równania niejednorodnego beιdzie sumaι rozwiaιzania ogólnego równania jed-
norodnego i rozwiaιzania szczególnego równania niejednorodnego

x(t) = x0(t) + xn(t). (1.146)

1.5.3 Równanie dowolnego rzeιdu. Metoda faktoryzacji

W przypadku wielomianów czasami wygodne jest zapisanie wielomianu w postaci iloczynowej

P2(x) = x2 + bx + c = (x − x1)(x − x2). (1.147)

Szukamy czegoś analogicznego dla równań różniczkowych, aby móc je rozwiaιzywać algorytmicznie.
Majaιc równanie różniczkowe

L̂x = f (1.148)

możemy jego rozwiaιzanie zapisać nasteιpujaιco

x = L̂−1f. (1.149)
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Jeśli operator L̂ (zawierajaιcy różniczkowanie) można przedstawić jako iloczyn dwóch operatorów

L̂ = L̂1L̂2, (1.150)

to
x = L̂−1

2 L̂−1
1 f. (1.151)

Mamy równanie rzeιdu n (rzaιd jest liczbaι ca�lkowitaι), niech funkcja y(x) beιdzie różniczkowalna
do rzeιdu n w�laιcznie

an(x)y(n)(x) + an−1(x)y(n−1)(x) + ... + a1(x)y
′
(x) + a0(x)y(x) = f(x). (1.152)

Jest to równanie różniczkowe zwyczajne rzeιdu n, liniowe, niejednorodne. Przyjmijmy, że ak(x) =
const, dla k = 0...n, mamy wówczas rówanie o sta�lych wspó�lczynnikach. Przyjeιte oznaczenia:

y
′
(x) =

dy(x)
dx

, (1.153)

y(n)(x) =
dny(x)
dxn

. (1.154)

Weźmy n = 2, a2 �= 0

a2
d2y(x)
dx2

+ a1
dy(x)
dx

+ a0y(x) = f(x). (1.155)

Otrzymalísmy znów równanie opisujaιce oscylator. Za�lożylísmy, że ai(x) = const, zatem

dai

dx
= 0. (1.156)

Równanie (1.155) dzielimy przez a2, ale dla wygody pozostajemy przy tych samych oznaczeniach

d2y

dx2
+ a1

dy

dx
+ a0y = f (1.157)

czyli (
d2

dx2
+ a1

d
dx

+ a0

)
y = f. (1.158)

Operator wysteιpujaιcy po lewej stronie równania (1.158) przypomina trójmian z równania (1.147).
Zapiszmy (

d
dx

− b1

) (
d
dx

− b2

)
y = f. (1.159)

Wprowadźmy funkcjeι z

z =
(

d
dx

− b2

)
y =

dy

dx
− b2y. (1.160)

Dostajemy równanie pierwszego rzeιdu.

dz

dx
− b1z = f. (1.161)

Zapiszmy równanie równoważne do (1.130)(
d
dx

− ϕ

)
y = ψ. (1.162)

W powyższym równaniu spróbujemy zapisać lewaι stroneι w nieco inny sposób. Na podstawie
rachunku pochodnych można pokazać, że

g−1 d
dx

(gy) = g−1(g
′
y + gy

′
) = g−1g

′
y + y

′
=

(
d
dx

+ g−1g
′
)

y, (1.163)
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przy czym

g−1g =
1
g
g = 1. (1.164)

Porównujaιc lewaι stroneι (1.162) i prawaι (1.163), zapiszmy

g−1g
′
=

1
g

dg

dx
= −ϕ. (1.165)

Po sca�lkowaniu uzyskamy

g = exp
(
−

∫ x

0

ϕ dξ

)
. (1.166)

Przyk�ladowo, gdy ϕ = c1 = const, to

g = exp (−c1x) . (1.167)

Na podstawie (1.162), (1.163) i (1.165) mamy

g−1 d
dx

(gy) = ψ. (1.168)

Mnożymy powyższe równanie przez g:

d
dx

(gy) = gψ (1.169)

ca�lkujemy:

g(x)y(x) =
∫ x

0

(g(ξ)ψ(ξ)) dξ (1.170)

i otrzymujemy

y(x) =
1

g(x)

∫ x

0

(g(ξ)ψ(ξ)) dξ. (1.171)

Powyższe rozumowanie możemy zastosować do równania (1.161). Dojdziemy do postaci:

exp (b1x)
d
dx

[exp (−b1x) z(x)] = f(x) (1.172)

i do rozwiaιzania

z(x) = exp (b1x)
∫ x

0

exp (−b1x) f(ξ) dξ. (1.173)

Przepiszmy równanie (1.160) (
d
dx

− b2

)
y(x) = z(x) (1.174)

i dzia�lamy wed�lug tego samego schematu, jak powyżej. Dostajemy

exp (b2x)
d
dx

[exp (−b2x) y(x)] = z(x) (1.175)

i rozwiaιzanie

y(x) = exp (b2x)
∫ x

0

exp (−b2x) z(ξ) dξ. (1.176)

Podstawiajaιc (1.173), otrzymujemy rozwiaιzanie równania niejednorodnego drugiego rzeιdu o
sta�lych wspó�lczynnikach, dla dowolnej funkcji f(x). Fizycznie - rozwiaιzanie zagadnienia liniowego
wahad�la z dowolnym napeιdem.
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Metoda pozwala rozwiaιzywać równania dowolnego rzeιdu.

03.11.2003

Operator różniczkowania - odwzorowuje funkcjeι na jej pochodnaι

d
dx

[
f(x)

]
=

df(x)
dx

= f
′
(x). (1.177)

Operator mnożenia przez funkcjeι
α(x)

[
f(x)

]
= αf (1.178)

odwzorowuje funkcjeι f na iloczyn αf . Suma operatorów(
d
dx

+ α(x)
)

f(x) = f
′
(x) + α(x)f(x) = exp (ϕ(x))

d
dx

exp (−ϕ(x)) f(x)

= eϕ
(
−ϕ

′
e−ϕf + e−ϕf

′)
=

(
−ϕ

′
+

d
dx

)
f(x). (1.179)

Aby to by�lo s�luszne, musi zachodzić
α(x) = −ϕ

′
(x) (1.180)

czyli

ϕ(x) = −
∫

α(x)dx, (1.181)

a jeśli α = const, to
ϕ(x) = −αx. (1.182)

Rozważmy równanie
y

′′
+ ay

′
+ by = f. (1.183)

Zapiszmy też (
d
dx

+ α

) (
d
dx

+ β

)
y = f (1.184)

czyli (
d2

dx2
+ α

d
dx

+
d
dx

β + αβ

)
y = f (1.185)

a jeśli β jest sta�le, (
d2

dx2
+ (α + β)

d
dx

+ αβ

)
y = f. (1.186)

Na podstawie (1.183) i (1.186) mamy

α + β = a, α · β = b. (1.187)

W przypadku równania kwadratowego zwiaιzki pomieιdzy pierwiastkami równania a
wspó�lczynnikami określa�ly wzory Viete’a.

Porównujaιc (1.184) z rozumowaniem (1.179)–(1.182), zapiszemy

e−αx d
dx

eαxe−βx d
dx

eβxy = f. (1.188)

Staιd
d
dx

e(α−β)x d
dx

eβxy = eαxf. (1.189)

Po sca�lkowaniu:
e(α−β)x d

dx
eβxy =

∫
eαxf dx + C1 (1.190)
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a dalej
d
dx

eβxy = e(β−α)x

∫ x

0

eαx
′
f(x

′
) dx

′
+ e(β−α)xC1, (1.191)

staιd

y = e−βx

∫ x

0

e(β−α)x
′′ ∫ x

′′

0

eαx
′
f(x

′
) dx

′
dx

′′
+

C1

β − α
e(β−α)xe−βx + C2e

−βx (1.192)

przy czym α �= β. Ostatecznie

y(x) = e−βx

∫ x

0

e(β−α)x
′′

∫ x
′′

0

eαx
′
f(x

′
) dx

′
dx

′′
+ C

′
1 e−αx + C2e

−βx. (1.193)

Jest to rozwiaιzanie ogólne. Rozważmy przyk�lad α = β, wtedy równanie (1.184) beιdzie równoważne

e−αx d2

dx2
eαxy = f. (1.194)

Rozwiaιzniem beιdzie

y(x) = e−αx

∫ x

0

∫ x
′

0

eαx
′′
f(x

′′
) dx

′′
dx

′
+ (C1x + C2) e−αx. (1.195)

Tw.
Rozwiaιzanie ogólne równania różniczkowego (1.184) w przypadku

(
a
2

)2 − b �= 0 jest określone
wzorem (1.193), a w przypadku

(
a
2

)2
= b wzorem (1.195). Dla równania jednorodnego

rozwiaιzaniem jest
y(x) = C1e

−αx + C2e
−βx. (1.196)

W przypadku, gdy równanie (1.184) jest jednorodne, równanie

α2 + aα + b = 0 (1.197)

nazywa sieι równaniem charakterystycznym równania różniczkowego (1.184). Można z niego wyz-
naczyć wartość α

Wszystkie powyższe rozważania saι s�luszne dla równań różniczkowych zwyczajnych o
sta�lych wspó�lczynnikach. Metodeι faktoryzacji można też stosować dla równań o zmiennych
wspó�lczynnikach, ale jest to trudne. Duże trudności saι również w przypadku równań o pochodnych
czaιstkowych.

My przeprowadzilísmy algorytm metody faktoryzacji dla równania różniczkowego zwyczajnego
drugiego rzeιdu o sta�lych wspó�lczynnikach.

Ogólnie [
an

(
d
dx

)n

+ an−1

(
d
dx

)n−1

+ ... + a0

]
y = f. (1.198)

Równanie charakterystyczne beιdzie rzeιdu n

anαn + an−1α
n−1 + ... + a0 = 0. (1.199)

Zgodnie z twierdzeniem Abela równanie to może być rozwiaιzane analitycznie dla n �= 4 -
rozwiaιzanie przez pierwiastki. Dla n = 3 lub n = 4 można korzystać ze wzorów Cardano. Twierdze-
nie Abela udowodni�l E. Galois. Dla αi różnych rozwiaιzanie ogólne równania różniczkowego (1.198)
ma postać:

y(x) =
n∑

i−1

Cie
−αix. (1.200)

Dla α1 = α2 = ... = αm = α:

y(x) = Pm(x)e−αx + Cm+1e
−αm+1x + ... + Cne−αnx, (1.201)

gdzie Pm(x) jest wielomianem.
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1.6 Równanie różniczkowe zupe�lne (exact)

Do tej pory przy równaniach pierwszego rzeιdu mielísmy

F (y
′
, y, x) = 0, (1.202)

co zapisywalísmy w postaci
y

′
= f(y, x) (1.203)

lub
dy = f(y, x)dx. (1.204)

Postać ogólniejsza:
P (x, y)dx + Q(x, y)dy = 0. (1.205)

Oczywíscie (1.204) jest szczególnym przypadkiem równania (1.205). Równanie (1.205) jest bardzo
ważne w fizyce. Np. pierwszaι zasadeι termodynamiki zapisujemy

δQ = dU + pdV, (1.206)

a w procesach adiabatycznych
dU + pdV = 0. (1.207)

δQ oznacza wielkość przekazanego ciep�la, dU - zmianeι energii wewneιtrznej, a pdV - praceι
elementarnaι.

Wyrażenie P(x,y) dx + Q(x, y)dy nazywa sieι formaι Pfaffa I rzeιdu. Rozważmy funkcjeι dwóch
zmiennych u(x, y), niech ta funkcja posiada pochodne czaιstkowe ∂u

∂x i ∂u
∂y . Różniczkaι tej funkcji

nazywamy wielkość

du =
∂u

∂x
dx +

∂u

∂y
dy. (1.208)

Jeśli du = 0, to u = const. Porównujaιc (1.205) i (1.208), otrzymujemy warunek zupe�lności

∂P

∂y
=

∂Q

∂x
, (1.209)

jest on skutkiem warunku Schwartza

∂2u

∂x∂y
=

∂2u

∂y∂x
. (1.210)

Wyrażenie (1.209) jest warunkiem koniecznym ca�lkowalności równania (1.205). Sformu�lujemy i
udowodnimy warunek dostateczny. Rozważmy funkcjeι

u =
∫ x

xo

P (x, y)dx + ϕ(y). (1.211)

Pokażemy, że jest ona rozwiaιzaniem równania (1.205). Obliczamy

∂u

∂y
=

∫ x

xo

∂P (x, y)
∂y

dx + ϕ
′
(y), (1.212)

a po skorzystaniu z (1.209)

∂u

∂y
=

∫ x

xo

∂Q(x, y)
∂x

dx + ϕ
′
(y) = Q(x, y) − Q(x0, y) + ϕ

′
(y). (1.213)

Wiemy, że

Q(x, y) =
∂u

∂y
(1.214)
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Uwzgleιdniamy to w (1.213) a nasteιpnie ca�lkujemy po y:

ϕ(y) =
∫ y

y0

Q(x0, y)dy (1.215)

i mamy

u(x, y) =
∫ x

xo

P (x, y)dx +
∫ y

y0

Q(x0, y)dy = c. (1.216)

Jest to ca�lka rówania (1.205), du = 0 ⇒ u = c. Wzór (1.216) jest warunkiem dostatecznym
ca�lkowalności równania (1.205). Zawiera trzy sta�le x0, y0 i c. Wybór x0 i y0 prowadzi do zmiany,
przeskalowania c.

Ćw.
Rozwiaιzać

2x − y

x2 + y2
dx +

2y + x

x2 + y2
dy = 0. (1.217)

Rozwiaιzanie:
ln(x2 + y2) − arctg

x

y
= c. (1.218)

Sposób doj́scia do rozwiaιzania: wyca�lkować zgodnie z (1.216).

1.7 Metoda uzmiennienia sta�lych

Przy rozwiaιzywaniu równań niejednorodnych dowolnego rzeιdu sta�le zasteιpujemy funkcjami Ci(x).

1.8 Uwagi fizyczne o zagadnieniach brzegowych. Przyk�lady fizyczne i
techniczne

Warunki brzegowe decydujaι o konkretnych wartościach sta�lcyh, wysteιpujaιcych w rozwiaιzaniach.
Równanie Newtona

ẍ = f(x, ẋ, t). (1.219)

Potrzebne saι dwa warunki
x(0) = x0, ẋ(0) = v0. (1.220)

Równanie jest drugiego rzeιdu, w rozwiaιzaniu pojawiaι sieι dwie sta�le

x = ϕ(t, C1, C2). (1.221)

Za�lóżmy, że czas t ∈ [0,∞). Wartości sta�lych C1 i C2 uzyskamy z uk�ladu równań

x(0) = ϕ(0, C1, C2). (1.222)

ẋ(0) =
∂ϕ

∂t

∣∣∣∣
t=0

. (1.223)

Przyk�lad
Przewodnictwo cieplne w zagadnieniach jednowymiarowych. Mamy preιt, którego poczaιtek
umieszczamy w punkcie x = 0 i temperaturze T1 a koniec w x = L i T2. Wzd�luż preιta beιdzie
przep�lywać ciep�lo, zajdzie propagacja. Po pewnym czasie proces stanie sieι stacjonarny - ustabi-
lizuje sieι i rozk�lad temperatury T nie beιdzie zależa�l od czasu

∂T

∂t
= 0. (1.224)

Strumień ciep�la, czyli ilość ciep�la przep�lywajaιcaι przez jednostkowaι powierzchnieι, oznaczamy jako
q. Zgodnie z prawem Fouriera

q = −κ(x)
dT

dx
, (1.225)
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κ - wspó�lczynnik przewodnictwa cieplnego. W stanie stacjonarnym w dowolnym miejscu wartość
strumienia ze strony lewej i prawej beιdaι jednakowe, temperatura nie beιdzie zależa�la od czasu, a
tylko od po�lożenia x

d
dx

(
κ(x)

dT

dx

)
= 0. (1.226)

W ogólności preιt może być niejednorodny, dlatego za�lożylísmy, że κ jest funkcjaι x. Przekszta�lcamy
powyższe równanie

κ
d2T

dx2
+

dκ

dx

dT

dx
= 0. (1.227)

Oznaczmy

y =
dT

dx
. (1.228)

Mamy
dy

dx
= −κ

′

κ
(1.229)

a staιd

dy = −κ
′

κ
dx (1.230)

czyli

y = −
∫

κ
′

κ
dx + C1 (1.231)

i
y = − lnκ + C1 (1.232)

a ze wzoru (1.228) widzimy, że

T =
∫

y dx + C2. (1.233)

Uwzgleιdniamy warunki brzegowe

T (0) = T1, T (L) = T2, (1.234)

za�lóżmy, że κ = const, a wieιc κ
′
= 0, dostajemy

T (x) = C1x + C2, (1.235)

przy czym
C2 = T1, (1.236)

a ponieważ
T (L) = C1L + T1 = T2, (1.237)

staιd

C1 =
T2 − T1

L
. (1.238)
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