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1 Rownanie rézniczkowe zwyczajne

1.1 Pojecie rownania rézniczkowego

Pochodna funkcji y(x)

’ dy
= —=. 1.1
v=, (1.1)
Rozwazmy réownanie rézniczkowe )
y = f(2). (1.2)

Calkujac to réwnanie, mozemy znalezé jego rozwigzanie

y(x) = /OI f(&)dE + const. (1.3)

W powyzszym réwnaniu const oznacza stala catkowania. Stala catkowania moze by¢ wlaczona do
granic catkowania.
Przyktad
y =c¢ (c = const). (1.4)

Po scatkowaniu otrzymujemy )
Yy = cx + const (1.5)

Dostalismy rozwigzanaie ogdlne, zawiera ono nieskonczenie wiele rozwigzan rownania. W konkret-
nym przypadku interesuje nas rozwigzanie szczegdlne, potrzebna jest dodatkowa informacja -
warto$¢ funkeji w jakim$ punkcie.
W ogdlnosci trudno jest uzyskaé rozwigzanie rownania rézniczkowego. Sytuacja komplikuje sie
juz przy réwnaniach drugiego stopnia B
y' = fly.a) (1.6)

Roéwnanie (1.6) nie ma rozwigzania analitycznego, nie udowodniono jego istnienia.
Réwnania rézniczkowe to jedno z podstawowych narzedzi uzywanych w fizyce teoretycznej. W
rownaniach fizyki teoretycznej symbolom matemacznym odpowiadaja wilekosci fizyczne. Przyktad:

Az
Vg = lim — =12 (1.7)
Powyzsze wyrazenie nie jest rownaniem, a definicjg predkosci. Aby$my mogli mowi¢ o réwnaniu,
musimy zna¢ wielkosci, ktore sie w nim pojawia. Wyrazenie
mi = —kx (1.8)

mozna nazwaé rownaniem, o ile wiemy, co kryje sie za kazdym uzytym symbolem. Powszech-
nie wiadomo, ze wzdr (1.8) jest jednym z réwnan Newtona; m oznacza mase ciala, k jest
wspoélczynnikiem sprezystosci, « okresla potozenie, a & przyspieszenie. Jest to réwnanie rézniczkowe
drugiego rzedu. Jak je rozwigza¢? Mozna préobowaé odgadnaé rozwigzanie.
Z matematycznego punktu widzenia najistotniejsze sg nastepujace aspekty:

e Czy istnieje rozwigzanie?
e Czy jest jedno rozwigzanie, czy wiecej?

e Rozwigzanie ogdlne?

Stabilnoé¢ rozwigzania

Catkowalnosé rozwigzania



Jezeli istnieje stabilne, jednoznaczne rozwigzanie, mozemy mowié, ze mamy do czynienia z fizyks.
W fizyce wszystko jest okreslone jednoznacznie.
Podstawmy do réwnania (1.8)

x(t) = asinwt. (1.9)

Otrzymamy
mw? = k. (1.10)

Aby okresli¢ warto$é statej a, potrzebujemy warunku poczatkowego. Ilo$¢ potrzebnych warunkéw
poczatkowych zalezy od rzedu pochodnej. Funkcja

z(t) = beoswt (1.11)
tez jest rozwigzaniem naszego rownania. Mozna wiec zapisac
z(t) = asinwt + b coswt. (1.12)

Niezbedne warunki poczatkowe - polozenie i predkosé¢ poczatkowa

{ f/(&)) o (1.13)

Potrzebne byly dwie wielkosci, bo réwnanie jest drugiego rzedu.
Bardzo istotnym problemem jest stabilnosé rozwiazania. W fizyce jest towazne, poniewaz wszelkie
pomiary dokonywane sg z pewng dokladnoscig. Mowimy, ze rozwigzanie jest stabilne, jesli mata
zmiana argumentu ¢t — ¢t + & prowadzi do malej zmiany wartosci funkcji x — x + €.
Zdefiniujmy € i §:

|Z — 2| <e€ (1.14)

[t—t| <. (1.15)

Jezeli dla kazdego (dowolnie malego) € z réwnania (1.14) istnieje takie 8, ze spetnione jest réwnanie
(1.15), to méwimy o stabilnosci w stosunku do zmian argumentu. Inne wazne pojecia to stabilnosé
wzgledem warunkéw poczatkowych i wzgledem wspdlczynnikéw réwnania. Sa one zwigzane z
cigglodcig.

Uogdlnienie réwnania (1.8)

mi = fl(xayvzvj;ayvz)
my = fQ(xay7Z7jtay7é) (116)
mz = f3($ay72’7j?,y'72")

lub inaczej ; .
mr = f(F,7,t). (1.17)

Niektore takie ukltady majg swoje rozwigzania analityczne.

1.2 Roéwnania o zmiennych rozdzielonych

Rozwazmy réownanie

y = f(x), (1.18)
czyli
dy
A 1.19
2= 1), (1.19)
co mozna zapisaé w postaci
dy = f(z)dz, (1.20)

a nastepnie scatkowac.

Jesli za pomoca pewnych przeksztatcen réwnanie mozna doprowadzi¢ do postaci (1.18) lub (1.20),
to dostajemy réwnanie o zmiennych rozdzielonych. To, czy jest mozliwe takie przeksztalcenie,
mozna sprawdzi¢ za pomocg teorii grup Lie’go.



1.3 Roéwnanie liniowe rzedu pierwszego
Réwnanie jest liniowe, jesli niewiadome i ich pochodne wystepuja w pierwszej potedze. Réwnanie

n

& =exp(x) = Z % (1.21)

n

nie jest liniowe. W fizyce najwazniejszym przykladem procesu nieliniowego jest zalezno$¢ od am-
plitudy
x = ap(t), a — amplituda. (1.22)

W procesach liniowych efekty nie zaleza od amplitudy.
Ogdlna posta¢ réwnania rézniczkowego pierwszego rzedu:

y = f(z.y). (1.23)

Réwnanie rézniczkowe pierwszego rzedu zawsze ma rozwigzanie - mozna udowodni¢, ze dla réwnan
pierwszego rzedu rozwigzanie zawsze istnieje.

Matematycznie - zamiana y — «y prowadzi do nowego réwnania, ktére jest réwnowazne do (1.23).
Takie przeksztalcenie nazywamy przeskalowaniem. Przeskalowanie jest wazne w fizyce, skala
okresla wymiar fizyczny. Jesli réwnanie rézniczkowe jest symetryczne wzgledem przeskalowania
niewiadomych, to jest liniowe. Mamy

y—ay=y = y=% (1.24)
zatem d d /7 | di
V=r-n(D-1L (1.25)
Nasze réwnanie rézniczkowe zapiszemy w postaci
éj_g _ g (%x) (1.26)
czyli N N
j—z =af <%,x) = f(y,z). (1.27)

w ostatniej réwnoéci zalozylisSmy, ze funkcja f spelnia odpowiedni warunek niezmienniczosci. Nie
kazda funkcja f spelnia ten warunek, tylko funkcje liniowe wzgledem y daja réwnania liniowe. W
ogdlnosci

13,7) = A@)7 + B(a). (1.28)
Zgodnie z (1.27) musi zachodzié
Aay+ B = (Ay + B)a (1.29)
stad wynika, ze
B=0 (1.30)

a nasze rownanie liniowe ma postaé )
y = A(x)y. (1.31)

Jak widaé, réwnanie (1.31) jest réwnaniem o zmiennych rozdzielonych:

dy
stad
dy



Calkujac powyzsze réwnanie, mamy
x
lny = / A(z)dz +InC (1.34)
0

ostatecznie, mozna zapisac
x
y(x) = Cexp (/ A(m)dx) (1.35)
0

Wizér (1.35) okresta rozwigzanie ogdlne réwnania liniowego (1.23). Wielko$¢ InC' jest staly
catkowania.
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1.4 Rownania liniowe drugiego rzedu, mechanika czastki punktowej. Os-
cylator
Ogdlne réwnanie drugiego rzedu

y// = f(y/a yvx)' (136)

Nie istnieje twierdzenie, mowigce o tym, ze rozwigzanie tego rownania zawsze istnieje.
Roéwnanie liniowe drugiego rzedu (wystepuje symetria wzgledem przeksztalcenia § = ay):

Az)y" + B(z)y + C(z)y = 0. (1.37)

W przypadku réwnan rzedu drugiego poszukiwanie rozwigzan jest bardziej skomplikowane niz dla
rownan rzedu pierwszego. Nawet dla réwnan liniowych tudno jest znalezé rozwigzania ogdlne.
Réwnania rézniczkowe liniowe drugiego rzedu sg bardzo czesto wykorzystywane w fizyce. Za-
piszmy réwnanie (1.37) w postaci
d?y dy B
1zt a(m)a + B(z)y = 0. (1.38)

Niech zmienna x reprezentuje czas. Pochodne po czasie zwykle oznacza si¢ kropkami

| dy

= 1.
V=g (1.39)
d%y
j=—. 1.4
V=10 (1.40)
Roéwnanie w postaci
mij + oy + By = 0, (1.41)

gdzie o i ( sg stale, opisuje oscylator liniowy tlumiony. Kazdemu symbolowi odpowiada pewna
wielko$¢ fizyczna: m jest masa czgstki punktowej, wykonujacej drgania, y opisuje polozenie tej
czastki, sktadnik ag reprezentuje sily tlumienia, a Sy = ky sile Hooke’a.

W nierelatywistycznej mechanice kwantowej jednym z podstawowych réwnan jest

i )
2m  dx?

+U(2)¥(2) = BEV(x). (1.42)

Jest to jedna z postaci réwnania Schrodingera. W powyzszym wzorze h jest stalyg Plancka, m
jest masa czastki, x opisuje jej polozenie, ¥(x) jest tzw. funkcja falowa, U(x) reprezentuje energie
potencjalna, a E' jest wartodcia wlasng tego réwnania i odpowiada energii calkowitej czastki. Intere-
suje nas rozwigzanie tego réwnania wraz z pewnym warunkiem brzegowym. Réwanie (1.42) wraz
z narzuconym warunkiem bedzie przykladem tzw. zagadnienia wlasnego. W wyniku rozwigzania



tego zagadnienia wlasnego otrzymujemy zbiér wartosci wlasnych {E;} (jest to tzw. widmo energii
czyli zbiér mozliwych wartosci energii) oraz funkcje wlasne Ug(x). Jesli narzucamy warunek

+oo
[P s < (1.43)

— 00

uzyskamy widmo dyskretne, energia bedzie mogla przyjac¢ jedng ze zbioru konkretnych wartosci.
Warunek (1.43) oznacza, ze opisywana czastka jest fizycznie zlokalizowana wokét pewnego miejsca,
méwimy, ze czastka jest zwigzana. W procesach niestacjonarnych (np. w zjawiskach rozpraszania)
dodajemy do réwnania Schrédingera inne warunki i wéwczas mozemy otrzymac tzw. widmo ciagle,
tzn. energia bedzie mogla przyjaé warto$¢ dowolng. W pewnych zagadnieniach mozna réwniez
otrzymaé¢ widmo mieszane. Charakter widma zalezy takze od U(z). Jesli U(x) = 0, otrzymamy
tylko widmo ciagle. A w przypadku tzw. nieskonczonej studni potencjatu

—0 dla 0<zx<a
U(x){ 0 dla z>a (1.44)

dostaniemy tylko widmo dyskretne.
Do réwnania (1.41) dodajemy warunki poczatkowe

y(0) = o, 9(0) =vo (1.45)

Laczac (1.41) i (1.45), dostajemy zagadnienie wlasne dla jednowymiarowego oscylatora thumionego.
Zagadnienia wlasne czesto spotyka sie rowniez w teorii rezonatoréw akustycznych i elektromag-
netycznych.

1.4.1 Ruch jednowymiarowy czastki punktowej

Mamy czgstke punktows o masie m, niech z(t) oznacza polozenie tej czastki w chwili ¢. Ruch tej
czastki mozna opisa¢ réwnaniem

mi = R(x). (1.46)

Rozwigzanie x(t) bedzie zalezalo od potozenia poczatkowego xo i predkosci poczatkowej vg. Na
podstawie przestanek fizycznych ustalamy przedzialy ¢ € [0, +00) oraz = € (—o0,+00). Mnozac
réwnanie (1.46) przez &, dostaniemy

mizi = R(x)i. (1.47)

Na podstawie wlasnosci pochodnej funkcji zlozonej, wiemy, ze

%f(x) = d{i(;)i, (1.48)
zatem mozna zapisac
% (2°%) = 243 (1.49)
Korzystajac z (1.49), uzyskamy
% m % (i?) = R(z). (1.50)

Skorzystajmy jeszcze raz z réwnania (1.48), zapiszmy je w postaci

d ~dU(=x)
EU(x)i dzx

i (1.51)

Zalézmy, ze istnieje taka funkcja U(x), ze

dU(x)
dx

= —R(z). (1.52)



Aby to bylo mozliwe, funkcja R(z) musi byé calkowalna. Réwnanie (1.50) przyjmie teraz postaé

1 d, ., dU
— —_ = 1.
> Mg ) =g (1.53)
a po scatkowaniu
)
- +U=E, (1.54)

gdzie E jest staly, ktéra nazwiemy energia. Wyrazenie (1.54) jest catka pierwszg réwnania (1.46),
mozna je nazwaé prawem zachowania energii. Roéwnanie (1.52) jest réwnaniem o zmiennych
rozdzielonych, wiec latwo znajdujemy

Ulz) :-/j R(z')dz . (1.55)

Roéwnanie (1.54) jest réwnaniem rézniczkowym - zawiera pochodng po czasie. W ogdlnosci, gdy
mamy do czynienia z wyrazeniem

F(i,z,t) =0, (1.56)
probujemy doprowadzié je do postaci
W naszym przypadku
2
.2
=—(F-U 1.58
#=(B-U), (1.59)

a w konsekwencji

:sc:,/%(E—U). (1.59)

Znéw mamy do czynienia z rownaniem o zmiennych rozdzielonych

dt = do , (1.60)
2(E-U(x))/m

a stad
+ const. (1.61)

¢ [m / dx
2 ) V(E-U(x))
W przypadku, gdy wartosc energii bedzie réwna F3, Fy < F3 < E2 1 x € [21(F3);x2(F3)] (patrz
rysunek). Ruch bedzie okresowy, okres bedzie wynosit T':

m [*2 dz
T:,/—/ S — (1.62)
2 Jaor V(E-U(2))
Na podstawie wzoru (1.54)
.2
% —E-U, (1.63)

wiec dla E = U, mamy & = 0, czagstka bedzie sie w tych punktach zatrzymywac i zawracaé. A
zatem czastka nigdy nie wyleci poza obszar [z1;22], nigdy nie zajdzie warunek E < U, sg to
”punkty wzbronione” - predko$¢ nie moze by¢ ujemna.

1.4.2 Wahadlo sferyczne

Czastka zawieszona jest na niewazkiej nici i moze poruszaé sie nie tylko w plaszczyznie. Opis w
trzech wymiarach, poczatek uktadu wspétrzednych umieszczamy w punkcie zaczepienia nici. Uklad
wspotrzednych sferycznych (1, 0, ¢), 0 - kat biegunowy, ¢ - kat azymutalny. Nié¢ jest nierozciagliwa,
l oznacza dlugo$¢ nici, [ = 0. Sktadowe predkoéci sa do siebie ortogonalne

vy = 16, (1.64)



=y

X1 X2

Rysunek 1: Przyktad potencjalu w réwnaniu (1.61)

v, = lsin 0.

Energia
m?_moog mi? 2,0
E:TZE(U‘Q—'_U‘P):T@ + sin” 6¢ )
Mozna pokazaé, ze
dE 0
a7

(1.65)

(1.66)

(1.67)

tzn. ze E jest stale. Méwimy, ze F jest stala ruchu. Jest jeszcze druga stala ruchu. Réwnanie

zachowania momentu pedu:
mpu, = ml?sin? 6 = My = const,

gdzie
p = lsin.

(1.68)

(1.69)

Réwnania (1.66) i (1.68) tworzg uklad dwéch réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu. Z (1.68)

wyznaczamy ¢
o _ M ¢°
YT 2lisint g
i podstawiamy do (1.66) :
mi? 2 Me?*ml? _
2 2m2l4sin? 0 ’

62 = 2 E— Miﬁ
ml? 2mi2 sin® 6
pierwiastkujemy i catkujemy

9 M ~1/2
t= |2 (B- % a9
/{ml2< 2leSin29>}

stad

(1.70)

(1.71)

(1.72)

(1.73)



Nie ma rozwigzan za pomocg funkcji elementarnych. Rozwigzanie wyraza sie przez funkcje elipty-
czne (przyklad tzw. funkcji specjalnych). Majac zalezno$é 6(t) podstawiamy ja do (1.70).
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Przypomnienie. Zalézmy, ze istnieje taka funkcja U(x), ze site F'(x) mozna zapisaé

ou

Flz)=——. 1.74
(0) = - (1.74)
7 réwnania Newtona
mi = F(z) (1.75)
wynika, ze
)
E(z,&) = % + U = const, (1.76)
E(x,i) =0. (1.77)
Méwimy, ze E jest pierwszg calkg ruchu. Znajdujemy predkosé
dz
P = E)=— 1.78
b= (e, B) = S, (1.78)
a stad wyznaczamy
dx
t= [ =, 1.79
3 (1.79)

jest to druga calka ruchu.
Problem catkowalnoéci ukladéw réownan rézniczkowych

j)i:fi(xla“wmn)a Zzl”n (180)

Liouville sformulowal twierdzenie o catkowalnosci ukladu (1.80). Nie zawsze istnieje rozwigzanie
(1.80). Gdy istnieje n calek ruchu C;, ¢ =1,...,n i gdy nawias Piossona

{CiaCj} =0, (181)

to istnieje rozwigzanie (1.80) w postaci calek (kwadratura), patrz ksigzka Ince’a.

1.4.3 Calki eliptyczne
W ksigzce ”Higher Transcendental Functions” vol. 3 - o funkcjach eliptycznych i automorficznych.

Problemem zwigzanym z catkami eliptycznymi jest odnalezienie z(t), gdyz mamy wyrazenie na t.

Okreslenie
Calka eliptyczna

I= /R(m,y) dz, (1.82)

gdzie R jest funkcjg wymierng utamkows

Q(z,y)
R = 1.83
S(y) (1:59)
a y jest pierwiastkiem wielomianu rzedu n
y(x) =/ Pn(x). (1.84)

Dazymy do znalezienia krzywej y(z).



1.4.4 Oscylator

Réwnanie oscylatora nietlumionego

mi + az + Bz = 0. (1.85)
Wezmy funkcje
f)y=e", (1.86)
jej pochodna .
ft)=~e. (1.87)
WezZmy
z(t) =Ce, (1.88)

i wstawmy to do réwnania oscylatora (1.85)
e’ (my* 4+ ay + ) = 0. (1.89)

Stad otrzymujemy wielomian charakterystyczny

my? +ay+B=0, (1.90)
ktorego pierwiastkami sg
o a? 8
_ _F 1.91
TE 2m 4m2?2  m (1.91)

Rownanie oscylatora jest liniowe, daje to mozliwo$¢ przeskalowania zmiennych. Z liniowo$ci
réwnania wynika réwniez zasada superpozycji: jesli istnieja dwa rozwiagzania x; i x2 réwnania
(1.85), to wtedy

z=Cix1 + Cszo (1.92)

réwniez jest rozwigzaniem (1.85)
z(t) = Cre’*" + Coe? " (1.93)

Pytanie, czy (1.93) okresla rozwigzanie ogdlne (1.85) ? Pojecie liniowej niezaleznosci funkcji.
Funkcje z; sg liniowo niezalezne na pewnym odcinku, jesli ich kombinacja liniowa zeruje sie tylko
w przypadku, gdy wspétczynniki C; sa réwne zeru:

Ciz1(z) + Coxz(z) + ... + Cpazp(z) =0 = C; =0, i=1,...,n (1.94)

Mozna pokazaé, ze funkcje e’*¢ sa liniowo niezalezne. Mamy warunki poczatkowe

z(0) = zo, z(0) = vy, (1.95)

uwzgledniamy je w (1.93)
QC(O) =C1 + Cy = xo, (1.96)
&(0) = Crv4+ + Cay— = vo. (1.97)

Warunek istnienia rozwigzan - niezerowy wyznacznik:

1 1
0, 1.98
I (1.98)
zatem
a? 8
_ - = —-2N/—— — . 1.
Tw.

Jesli v— # vy, to wzér (1.93) okresla jednoznacznie rozwigzanie réwnania (1.85).
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To znaczy, ze mozna przy jego pomocy rozwigza¢ dowolne zagadnienie poczatkowe (czyli wyznaczy¢
state Cq i C2). Gdy 7— = 74, to istnieje drugie rozwigzanie o postaci

z(t) =te. (1.100)

Uwaga fizyczna.
Wielko$¢ x opisuje polozenie ciala, cze$¢ urojona x jest rowna zeru

Imz =0, = z"=u, (1.101)

gdzie * oznacza sprzezenie zespolone. Znamy tozsamosci
el = cosx + isinz, (1.102)
e = cosx — isinw, (1.103)

i’ - jest jednostka urojong. Pamietamy, ze

’Yi:_% 4&7;—%, (1.104)
zatem v moze by¢ zespolone. W takim wypadku zapiszemy
x = Cycosyyt + Cacosy_t +1(Cysinyyt + Cosiny_t). (1.105)
Przepiszmy réwnanie (1.85) w postaci
mi = —at — . (1.106)

Réwnanie to moze opisywac ruch ciala o masie m, wykonujacego drgania na sprezynie. Czlon —aud
opisuje sity oporu, a Fy = — S« jest sity Hooke’a (3 > 0). Przy stabym tlumieniu sita Hooke’a jest
duzo wigksza od sily ttumigcej, stad wynika

2
o p
— << —. 1.107
4m? m ( )
Przy powyzszym zalozeniu, zapiszemy
a2 3 . [3 a? .
S Y e S 1.108
\/4m2 m- Vm  amz ( )
wielkos$¢ w bedzie opisywaé czestos¢ drgan. Rozpiszmy
t _at ..
et" = exp | — | (coswt + isinwt) (1.109)
2m
e’ =exp —o (coswt —isinwt). (1.110)
2m

Podstawimy to do naszego x(t)

t
= C1e"! + Cae’~" = exp {2—06] (C1 coswt + Cy coswt + 1Cy sinwt — iCy sinwt) . (1.111)
m

Czastka bedzie oscylowac, amplituda oscylacji bedzie malala eksponencjalnie. Okres drgan bedzie

wynosit
27
T=—. 1.112
- (1.112)

Ogdlny sposob postepowania przy rozwigzywaniu réwnania:
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e uzyskanie rozwigzan szczegélnych
e uzyskanie rozwigzania ogdlnego
e warunki poczatkowe (brzegowe)

e koricowe rozwigzanie (wybdr statych)

27.10.2003

1.5 Rozwiazywanie rownan niejednorodnych o wspélczynnikach statych
1.5.1 Okreslenie ré6wnania niejednorodnego i ogélne twierdzenia

W ponizszym réwnaniu x = x(t)
mi + ai + kx = f(t). (1.113)

Jesli w tym réwnaniu f(¢) = 0, réwnanie to bedzie jednorodne. Natomiast jesli funkcja f(t) nie
jest tozsamosciowo réwna zeru, i jest niezalezna od rozwigzania x(t), wéwczas réwnanie (1.113)
bedzie réwnaniem niejednorodnym. Takie réwnanie moze stuzy¢ np. do opisu wahadla ttumionego,
poddanego dzialaniu pewnej zewnetrznej sity wymuszajgcej drgania.

Roéwnanie (1.113) mozna zapisaé¢ nastepujaco

md—Q—l—ozi—l—k x = f(t) (1.114)
de2 T dt R '
Definiujac operator L
ﬁ—md—Q—i—ai—l—k (1.115)
oAz Tdt '
réwnanie (1.114) przepiszemy w postaci
Lz = f(). (1.116)

Funkcja z(t) oraz ﬁ(x) powinny naleze¢ do pewnej przestrzeni funkcyjnej U. Interesuje nas przy-
padek, kiedy operator jest liniowy, tzn.

ﬁ(axl + bxg) = alLxy + bLxs. (1.117)

Dziatanie operatora liniowego na kombinacje liniowg dwdéch rozwigzan jest réwnowazne kombinacji
liniowej rozwiazan poddanych dzialaniu tego operatora.
Wz6r (1.116) jest najogdlniejsza postacig naszego réwnania niejednorodnego. Formalnie mozna
zapisac
c=L71f (1.118)

Niech zo(t) bedzie rozwigzaniem réwnania jednorodnego
Lzo = 0. (1.119)
Przez podstawienie mozna sprawdzi¢, ze ponizsza postaé x(t) spelnia réwnanie (1.119)
xo(t) = e 7" (C coswot + Cy sinwot) (1.120)

przy czym wg jest czestoscig drgan wiasnych, a v jest wspoélczynnikiem tlumienia. Funkcja ta
opisuje oscylacje zanikajace z uptywem czasu. Poszukiwanie rozwigzania réwnania niejednorodnego
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jest bardziej ztozone.

Tw.
Rozwigzanie ogélne réwnania niejednorodnego jest suma rozwigzania réwnania jednorodnego xo(t)
i rozwigzania szczegélnego réwnania niejednorodnego x, (t)

T =x9+ Ty (1.121)

Rozwigzanie ogdlne bedzie zawieralo w sobie wszystkie mozliwe polozenia poczatkowe i predkosci
poczatkowe. Niech funkcja f(¢) w réwnaniu (1.113) opisuje sile wymuszajaca o czestosci w

f(t) = focoswt. (1.122)
Rozwigzaniem szczegdlnym réownania niejednorodnego bedzie w naszym przypadku
xn(t) = Acoswt + Bsinwt. (1.123)

Funkcje sin i cos sa liniowo niezalezne, a wiec x,, bedzie sie moglo na jakims odcinku wyzerowac
tylko wtedy, gdy obie state A i B beda réwne zeru. Podstawiajac réwnanie (1.123) do (1.113),
otrzymamy

—mw? (Acoswt + Bsinwt) + aw (—Asinwt + B coswt) + k (Acoswt + Bsinwt) = fo coswt.
(1.124)

Korzystamy z liniowej niezaleznosci sin i cos (zapisujemy osobno czynniki stojace przy coswt i
sinwt)
—mw?A + awB + kA = fo (1.125)

—mw?B — awA + kB = 0. (1.126)

7 powyzszego uktadu réwnan obliczamy wartosci statych A i B i otrzymamy rozwigzanie szczegdlne
réwnania niejednorodnego a w konsekwencji rozwigzanie ogdlne réwnania niejednorodnego (1.113)

2(t) = e 7 (C} coswot + Cy sinwpt) + A coswt + Bsinwt. (1.127)
W rozwigzaniu tym mozemy uwzgledni¢ dowolne warunki poczatkowe
x(0) = zoo (polozenie poczatkowe), (1.128)
%(0) = v (predkosé poczgtkowa). (1.129)
1.5.2 Réwnanie rézniczkowe pierwszego rzedu
Ogdlna postac¢ liniowego réwnanania pierwszego rzedu

i(t) + p(H)z(t) = p(t). (1.130)

Jedli ¢ # 0, to réwnanie jest niejednorodne. Znajdzmy rozwigzanie zo(t) réwnania jednorodnego

Zo(t) + @(t)zo(t) = 0. (1.131)
Zapiszmy to w postaci
dxo(t
00— pt)en(t) (1.132)
stad 0
dxo t
= —p(t)dt. 1.133
== (1.133)
Po scatkowaniu mamy
t
In |zo(t)] = —/ o(T)dr, (1.134)
to



o 2o(t) = Cexp (— /0 t ga(T)dT) , (1.135)

gdzie stata C' zawiera catke od tg do t. WprowadZzmy oznaczenie

T(t) = exp (— /0 tgo(T)dT) , (1.136)

2o(t) = CT(t). (1.137)

Dlat=0
T(O) =1 = X(O) =C = zqo. (1.138)

Rozwigzujemy réwnanie niejednorodne, poprzez zalozenie, ze C jest funkcja ¢ (uzmiennianie stalej)
zn(t) = C(O)T(t). (1.139)

Podstawiajac (1.139) do (1.130), mamy
CT +COT + ¢CT =1 (1.140)

ale na poniewaz T jest rozwigzaniem rownania jednorodnego, zachodzi

C (T + <,0T) ~0. (1.141)

W réwnaniu (1.140) pozostanie _
aT =4, (1.142)

wiec )
C =T, (1.143)

stad, po uwzglednieniu (1.136)

Ct) = /Ot ¥(T) exp (/OT go(f)df) dr. (1.144)

Ostatecznie, rozwigzanie szczegdlne rownania niejednorodnego przyjmie postac

T (t) = [exp (- /0 t go(T)dT)] - /O () exp ( /0 Tga(f)df) dr. (1.145)

Rozwigzanie ogdlne rownania niejednorodnego bedzie sumg rozwigzania ogdlnego réwnania jed-
norodnego i rozwigzania szczegdlnego réwnania niejednorodnego

x(t) = xo(t) + zn(t). (1.146)

1.5.3 Roéwnanie dowolnego rzedu. Metoda faktoryzacji
W przypadku wielomianéw czasami wygodne jest zapisanie wielomianu w postaci iloczynowej
Py(z) =2 +bx+c= (v —21)(x — 22). (1.147)

Szukamy czegos analogicznego dla réwnan rézniczkowych, aby méc je rozwigzywaé algorytmicznie.
Majac réwnanie rézniczkowe

Le=f (1.148)

mozemy jego rozwigzanie zapisa¢ nastepujaco

x=L71f. (1.149)
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Jesli operator L (zawierajacy rézniczkowanie) mozna przedstawié jako iloczyn dwéch operatoréw
L = LyL,, (1.150)

to o
x=Ly'L7tf. (1.151)

Mamy réwnanie rzedu n (rzad jest liczbg catkowita), niech funkcja y(z) bedzie rézniczkowalna
do rzedu n wiacznie

an (@)Y (@) + an-1 @)y D (@) + .+ ar(@)y (2) + ao(2)y(x) = f(2). (1.152)

Jest to réwnanie rézniczkowe zwyczajne rzedu n, liniowe, niejednorodne. Przyjmijmy, ze ax(x) =
const, dla k = 0...n, mamy woéwczas réwanie o stalych wspoélczynnikach. Przyjete oznaczenia:

. dy(z)

1.153
y (@) =22 (1153)
d"y(z)
M (z) = 1.154
Y () = L (1154)
WeZzmy n = 2, as # 0
d?y(z)  dy(z)
42— +ax 1z + aoy(x) = f(z). (1.155)
Otrzymalismy znéw réwnanie opisujgce oscylator. ZalozyliSmy, ze a;(x) = const, zatem
dai
=0. 1.156
I (1.156)

Roéwnanie (1.155) dzielimy przez aq, ale dla wygody pozostajemy przy tych samych oznaczeniach

d?y dy
—de + al_dl‘ + apy = f (1157)
czyli
d? d
(—de + a1 dz + ao) Yy = f (1158)

Operator wystepujacy po lewej stronie réwnania (1.158) przypomina tréjmian z réwnania (1.147).
Zapiszmy
d d
— —b — —b =f. 1.159
(dx 1) (dx 2) y=171 ( )

d dy
z= (@ - b2) Y=, bay. (1.160)

Wprowadzmy funkcje z

Dostajemy réwnanie pierwszego rzedu.

T —bhiz="f. (1.161)

Zapiszmy réwnanie réwnowazne do (1.130)

(% _<p> . (1.162)

W powyzszym réwnaniu sprobujemy zapisa¢ lewa strone w nieco inny sposéb. Na podstawie
rachunku pochodnych mozna pokazaé, ze

d ’ ’ ’ ’ d ’
-1 — g ! + —qg ! 1y = =441 1.163
g dr (gv)=9 (gy+tgy)=9 gy+y (dx g9 ) Y, ( )
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przy czym
1 1
g g=-g=1.
g

Poréwnujac lews strone (1.162) i prawg (1.163), zapiszmy

,1’_1%_

gi;dxi

g=exp<—/:s0d€)-

Przykladowo, gdy ¢ = ¢; = const, to

Po scatkowaniu uzyskamy

g =exp(—c1z).

Na podstawie (1.162), (1.163) i (1.165) mamy

d
-1 4 —
9 ) =y
Mnozymy powyzsze réwnanie przez g:
d
o) = g¥

catkujemy:

i otrzymujemy

Powyzsze rozumowanie mozemy zastosowaé¢ do réwnania (1.161). Dojdziemy do postaci:

exp (i) - fexp (~bua) 2(2)] = f(2)

i do rozwigzania

z(x) = exp (b1z) /OI exp (—biz) f(§) d&.

Przepiszmy réwnanie (1.160)

(di - bz) y(@) = 2(2)

i dzialamy wedlug tego samego schematu, jak powyzej. Dostajemy

exp (b27) ~- [oxp (~b32) y(2)] = 2()

i rozwigzanie

y(x) = exp (baz) /OgC exp (—bax) z(§) d&.

(1.164)

(1.165)

(1.166)

(1.167)

(1.168)

(1.169)

(1.170)

(1.171)

(1.172)

(1.173)

(1.174)

(1.175)

(1.176)

Podstawiajac (1.173), otrzymujemy rozwigzanie réwnania niejednorodnego drugiego rzedu o
statych wspélczynnikach, dla dowolnej funkcji f(x). Fizycznie - rozwigzanie zagadnienia liniowego

wahadla z dowolnym napedem.
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Metoda pozwala rozwigzywaé réwnania dowolnego rzedu.

03.11.2003

Operator rézniczkowania - odwzorowuje funkcje na jej pochodna

d d /
L @] = % =/ (2). (1.177)
Operator mnozenia przez funkcje
a(z)[f(2)] = af (1.178)

odwzorowuje funkcje f na iloczyn af. Suma operatorow

(45 +0@) 1) = 1@+ a@)f@) = e (ple) 3 00 (~o() £

dx
= e (errretr) = (- + L) s, (1.179)
dz
Aby to bylo stuszne, musi zachodzié¢ )
alz) = —p () (1.180)
czyli
p(x) = —/a(x)da:, (1.181)
a jesli a = const, to
o(z) = —ax. (1.182)
Rozwazmy réwnanie . )
y +ay +by=f. (1.183)
Zapiszmy tez
i+04 i+5 =f (1.184)
dz dz v= '
czyli
d? d d
_ —_ 4+ — = 1.1
(dx2 +adx+dx6+aﬁ>y / (1.185)
a jesli 0 jest stale,
d_2+(a+ﬂ)i+aﬂ —f (1 186)
da? dz y=7 '

Na podstawie (1.183) i (1.186) mamy
a+ g =a, a-f=h. (1.187)

W  przypadku réwnania kwadratowego zwigzki pomiedzy pierwiastkami réwnania a
wspolczynnikami okreslaly wzory Viete’a.
Poréwnujac (1.184) z rozumowaniem (1.179)—(1.182), zapiszemy

d d
e—axa eaxe—ﬁxa Pty = . (1.188)
Stad
d (a—PB)x d Bz ax
a e a € y = e f, (1.189)
Po scalkowaniu: d
o L oy, /ewf do + O, (1.190)
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a dalej

d x / ’ ’
— Py = e(ﬁf‘l)z/ e f(z') da + P20y, (1.191)
dx 0
stad
—Bx ‘ (ﬁfa)x” * az’ ! / ” Cl (B—a)z ,— Bz —Bx
y=e e e f(z)de dx + e e 7% + Cae (1.192)
0 0 f—a

przy czym « # 3. Ostatecznie

"

z " z 4 ’ ’ 1’7 ’

y(z) = 6_5’”/ elf-a)z / e f(z)de dz + C) e " + Coe P2, (1.193)

0 0
Jest to rozwigzanie ogélne. Rozwazmy przyklad o = 3, wtedy réwnanie (1.184) bedzie réwnowazne

d2
e ey = f. (1.194)
Rozwigzniem bedzie

y(z) = 67&1/ / e f(z')da" dz + (Crz + Co) e % (1.195)

o Jo

Tw.
Rozwigzanie ogélne réwnania rézniczkowego (1.184) w przypadku (%)2 — b # 0 jest okreslone

wzorem (1.193), a w przypadku (%)2 = b wzgorem (1.195). Dla réwnania jednorodnego
rozwigzaniem jest
y(x) = Cre % 4+ Che™ P2, (1.196)

W przypadku, gdy réwnanie (1.184) jest jednorodne, réwnanie
o +an+b=0 (1.197)

nazywa sie réwnaniem charakterystycznym réwnania rézniczkowego (1.184). Mozna z niego wyz-
naczy¢ wartosé a

Wszystkie powyzsze rozwazania sa stuszne dla réwnan rézniczkowych zwyczajnych o
stalych wspotczynnikach. Metode faktoryzacji mozna tez stosowaé dla réwnan o zmiennych
wspolczynnikach, ale jest to trudne. Duze trudnosci sg rowniez w przypadku réwnan o pochodnych
czastkowych.

My przeprowadziliSmy algorytm metody faktoryzacji dla réwnania rézniczkowego zwyczajnego
drugiego rzedu o stalych wspdlczynnikach.

Ogdlnie
d\" d\"*
[an (a) + an—1 (@) +..tag|ly=1r (1.198)
Réwnanie charakterystyczne bedzie rzedu n
™ + ap_10™ 1+ .. +ag=0. (1.199)

Zgodnie z twierdzeniem Abela réwnanie to moze byé rozwigzane analitycznie dla n # 4 -
rozwigzanie przez pierwiastki. Dlan = 3 lub n = 4 mozna korzystaé ze wzoréw Cardano. Twierdze-
nie Abela udowodnil E. Galois. Dla «a; réznych rozwigzanie ogdlne réwnania rézniczkowego (1.198)
ma, postaé:

y(w) = 3 Cie™™. (1.200)

Daoa; =ay =... = ap, = a2
y(x) = Pn(2)e” " + Crpyre” @018 4 4 Cre™ 7, (1.201)

gdzie P, (z) jest wielomianem.
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1.6 Rdéwnanie rézniczkowe zupelne (exact)

Do tej pory przy réwnaniach pierwszego rzedu mieliSmy

F(y,y,) =0, (1.202)
co zapisywalismy w postaci ,
y =f(y,x) (1.203)
lub
dy = f(y,z)dx. (1.204)
Postaé ogdlniejsza:
P(z,y)dz + Q(x,y)dy = 0. (1.205)

Oczywiscie (1.204) jest szczegdlnym przypadkiem réwnania (1.205). Réwnanie (1.205) jest bardzo
wazne w fizyce. Np. pierwsza zasade termodynamiki zapisujemy

5Q = dU + pdV, (1.206)

a w procesach adiabatycznych
dU + pdV = 0. (1.207)

0@ oznacza wielko$¢ przekazanego ciepla, dU - zmiane energii wewnetrznej, a pdV - prace
elementarna.

Wyrazenie P(x,y) dz + Q(z, y)dy nazywa sie forma Pfaffa I rzedu. Rozwazmy funkcje dwéch
zmiennych u(z,y), niech ta funkcja posiada pochodne czgstkowe g—; i g—Z . Roézniczka tej funkcji

nazywamy wielkos¢
du = —dz + —dy. (1.208)
Z Y

Jedli du = 0, to u = const. Poréwnujac (1.205) i (1.208), otrzymujemy warunek zupetosci

oP 0Q
jest on skutkiem warunku Schwartza
0%u 0%u
= . 1.21
oxdy  Oydx (1.210)

Wyrazenie (1.209) jest warunkiem koniecznym catkowalnosci réwnania (1.205). Sformutujemy i
udowodnimy warunek dostateczny. Rozwazmy funkcje

u= /x P(z,y)dz + ¢(y). (1.211)

o

Pokazemy, ze jest ona rozwigzaniem réwnania (1.205). Obliczamy

ou /3C OP(x,y)

— = ' 1.212

o

a po skorzystaniu z (1.209)

B ) , /
8_Z B /x %dx“" () = Q@,y) — Qz0,y) + ¢ (y). (1.213)

Wiemy, ze ,
Qz,y) = a_Z (1.214)
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Uwzgledniamy to w (1.213) a nastepnie catkujemy po y:

Yy
e(y) = [ Qzo,y)dy (1.215)
Yo
i mamy
uo) = [ Pleyis+ [ Q. gay e (1.216)
To Yo

Jest to calka réwania (1.205), du =0 = wu = c. Wzbr (1.216) jest warunkiem dostatecznym
catkowalnosci réwnania (1.205). Zawiera trzy stale xq, yo i ¢. Wybdr zg i yo prowadzi do zmiany,
przeskalowania c.

Cw.
Rozwigzaé ) )
T —y y+a
dy = 0. 1.217
21y x+x2+y2 Yy ( )
Rozwigzanie: -
In(2? + y?) — arctg= = c. (1.218)
Y

Sposéb dojscia do rozwigzania: wycatkowaé zgodnie z (1.216).

1.7 Metoda uzmiennienia stalych

Przy rozwigzywaniu réwnaii niejednorodnych dowolnego rzedu stale zastepujemy funkcjami C;(x).

1.8 Uwagi fizyczne o zagadnieniach brzegowych. Przyklady fizyczne i
techniczne

Warunki brzegowe decyduja o konkretnych wartosciach statcyh, wystepujacych w rozwigzaniach.
Rownanie Newtona
&= f(z,z,t). (1.219)

Potrzebne sa dwa warunki
z(0) = o, #(0) = wo. (1.220)

Réwnanie jest drugiego rzedu, w rozwigzaniu pojawia sie dwie stale
x = (t,C1,Cy). (1.221)

Zatézmy, ze czas t € [0,00). Wartosci statych C7 i Cy uzyskamy z uktadu réwnan

2(0) = (0, C1, Cy). (1.222)
#(0) = %—f R (1.223)

Przykiad

Przewodnictwo cieplne w zagadnieniach jednowymiarowych. Mamy pret, ktoérego poczatek
umieszczamy w punkcie x = 0 i temperaturze 77 a koniec w x = L i To. Wazdluz preta bedzie
przeplywaé cieplo, zajdzie propagacja. Po pewnym czasie proces stanie sie stacjonarny - ustabi-
lizuje sie i rozklad temperatury 7' nie bedzie zalezal od czasu

or

ot
Strumien ciepta, czyli ilosé¢ ciepla przeplywajaca przez jednostkowa powierzchnie, oznaczamy jako
q. Zgodnie z prawem Fouriera

0. (1.224)

dr

—_— 1.225
. (1.225)

q = —r(z)
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K - wspélczynnik przewodnictwa cieplnego. W stanie stacjonarnym w dowolnym miejscu warto$é
strumienia ze strony lewej i prawej beda jednakowe, temperatura nie bedzie zalezala od czasu, a

tylko od polozenia x
d dT
— — | =0. 1.226
5 (05) (1.226)
W ogélnosci pret moze by¢ niejednorodny, dlatego zalozylidmy, ze « jest funkcja z. Przeksztalcamy
powyzsze réwnanie

d®T  dx dT
— +— — =0. 1.227
"2 + dz dzx ( )
Oznaczmy
dr
= —. 1.228
V=4 (1.228)
Mamy
dy _ & (1.229)
dz & '
a stad )
dy = -2 da (1.230)
K
czyli
KI
yz—/;dx—l—Cl (1.231)
i
y=—Ink+C4 (1.232)
a ze wzoru (1.228) widzimy, ze
T:/ydx—l—Cg. (1.233)
Uwzgledniamy warunki brzegowe
T(0) =11, T(L) =1, (1.234)
zalézmy, ze k = const, a wiec K =0, dostajemy
T(x) = Ciz + Cq, (1.235)
przy czym
Cy =Tr, (1.236)
a poniewaz
T(L)=CiL+ Ty =Ts, (1.237)
stad "
Cp =2 Z L (1.238)
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