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1 Wstep

W skrypcie przedstawiamy podstawowe sposoby rozwigzywania prostych réwnan réznicz-
kowych zwyczajnych.

7, zalozenia koncentrujemy sie raczej na praktycznej stronie teorii réwnan rézniczko-
wych, tak wiec czytelnik nie znajdzie tu porzadnych dowodéw twierdzen czy Scistych defini-
cji. Piszac te prace chcieliSmy pomoéc studentom w potapaniu sie w mnogosci przer6éznych
podstawien i sztuczek stuzacych rozwigzywaniu konkretnych rodzajéw réwnan.

W dodatku B omoéwiony jest szczegdtowo problem liczenia funkcji od operatora, zatem
skrypt moze by¢ takze uzyteczny na zajeciach pos§wieconych temu zagadnieniu.

Skrypt jest przeznaczony dla shuchaczy wyktadu z analizy matematycznej pierwszego
lub drugiego roku studiéw, dlatego jest on napisany mozliwie najprosciej, wychodzac od
najbardziej elementarnych problemoéw.

W zasadzie ograniczymy sie wylacznie do réwnan i ukladéw réwnan liniowych oraz
takich, ktére mozna do nich prosto sprowadzié. Poniewaz obecnie wazne sa w przer6z-
nych zastosowanich réwnania nieliniowe, na koricu omawiamy krotko metody numeryczne
stuzace ich rozwigzywaniu.

W skrypcie zamiesciliSmy duzo przyktaddéw, zaréwno rozwigzanych jak i pozostawio-
nych do przeliczenia czytelnikowi, mamy nadzieje, ze utatwia one zrozumienie przedsta-
wionej teorii.

Mimo, ze na rynku jest wiele podrecznikéw czy zbiorkéw zadan do analizy to wydaje
sie, ze brak jest czego$, co mozna by nazwaé ,podrecznikiem do ¢éwiczen” z réwnan roz-
niczkowych, w ktérym omoéwione bylyby najwazniejsze sposoby rozwigzywania réwnan i
uktadéw réwnan; prezentowany skrypt ma byé¢ namiastks takiego opracowania.

Niektore metody, czy tez ich konkretne sformutowanie, sg kopia tego, czego nauczyt
sie pierwszy z autoréw podczas zaje¢ z analizy matematycznej na Wydziale Fizyki UW
prowadzonych przez dr Grzegorza Cieciure, w szczegélnosci dotyczy to (bardzo zgrabnej)
metody rozwigzywania rownan liniowych.

Wiekszoé¢ zadan pozostawionych czytelnikowi do rozwigzania wpisal do komputera
mgr Daniel Wéjcik, co znow6z zostato wykorzystane w pisaniu ponizszej pracy.

Skrypt ten powstal z inicjatywy Piotra Kortyki, ktory tez napisat znaczng jego czesc,
za co pierwszy autor jest mu bardzo wdzieczny.

2 Metoda kolejnych przyblizen

Podstawowym twierdzeniem w teorii réwnan rézniczkowych zwyczajnych jest twierdzenie
0 istnieniu i jednoznacznosci rozwigzania zagadnienia poczgtkowego (zwanego czasem za-
gadnieniem Cauchy’ego). Dowod tego twierdzenia jest calkiem prosty i polega, w gruncie
rzeczy, na wykazaniu, ze pewne chytrze dobrane odwzorowanie jest odwzorowaniem zbliza-
jacym, o ile, rzecz jasna, spelnione sg zalozenia naszego twierdzenia. Wspomniany dowod,
ktory mozna znalezé w kazdej ksigzce do analizy, jest przy okazji do§é uzyteczny, bo daje
nam prosta, (pojeciowo) metode rozwigzywania rownan roézniczkowych.
Rozwazmy zagadnienie poczatkowe Cauchy’ego

dz

i flt,z), =z(to) = =0, (2.1)



catkujac stronami powyzsze réwnanie i uwzgledniajac warunek poczatkowy mozemy for-
malnie zapisaé rozwigzanie réwnania jako

t
z(t) = zo + t f(s,z(s))ds . (2.2)

Rozwigzanie takie jest na pozér dos§¢ malo uzyteczne, gdyz zaré6wno po lewej jak i po
prawej stronie rownosci wystepuje nieznana (i szukana) wielko$é¢ z(t).
Zdefiniujmy sobie nastepujace odwzorowanie

Pao(g) i= 20 + ttf(s,g(S))ds, (23)

widzimy, 7ze rozwigzanie réwnania dane wzorem (2.2) jest punktem stalym odwzorowania
Py, (g), faktycznie Py, (z(t)) = z(t). Oczywiscie udowodnienie tego, ze istnieje punkt staly
dla naszego odwzorowania wymaga pewnej pracy i prowadzi bezposrednio do twierdzenia
0 jednoznacznosci... itd.

Dla nas interesujace jest to, ze skoro rozwigzanie réwnia rézniczkowego jest tozsame
ze znalezieniem punktu stalego pewnego odwzrorowania, to mozemy postuzy¢ sie znang
dobrze metoda kolejnych przyblizen.

Rozwigzanie rownania (2.1) bedac punktem statym odwzorowania Py, (g) jest dane jako
granica nastepujacego ciggu

(t;t, o) = lim 2 (tt0,20) = lim Py (xo), (2.4)

jesli tak, to znajdujac po kolei wszystkie

zo = z(to)
t
z1(t) = Ppy(zo) =m0+ t f(s,2(0))ds
t
zo(t) = Pﬁo(wo) = Py (z1) =z0 + t f(s,z1(s))ds
z3(t) = Pgo(:co) =z + tf(s,:cQ(s))ds

to

dostajemy szukane rozwigzanie. W praktyce rzadko udaje sie znalezé granice (2.4) ana-
litycznie, wtedy musimy zadowoli¢ sie wynikiem przyblizonym, otrzymanym dla jakiego$
dostatecznie duzego n; oszacowanie bledu jaki popelniamy ,obcinajac” cigg do skoriczo-
nej ilosci wyrazéw daje nam oczywiscie zasada Banacha. Zeby powyzsza teoria stala sie
jasniejsza, zrobmy przyktad.

Przyklad
Metodg kolejnych przyblizen nalezy rozwigza¢ rownanie
Z—j =t+z, z(0)=0,



czylito =01 f(t,z) =t+=x

_ 1, 13 1 n+1
xn(t) = at +§t ++(n+1)'t R

zatem
z(t) = lim z,(t) =e' —t—1.
n—r00

W tym przypadku udatlo sie szcze§liwie wykonaé granice, korzystajac z tego, ze
i
e = Z ﬁ .
n=0

Céz, nie da sie ukryé, ze opisana wyzej metoda, mimo swojej prostoty jest raczej mato
praktyczna, przejdzmy wiec do przedstawienia innych, wygodniejszych sposobéw rozwig-
zywania roéwnan.

Zadania
Metodg kolejnych przyblizen rozwigza¢ réwnania
122 = _3¢%2%, z(0)=1

2. 4 =gy, =g+t 2(0)=1,9(0)=1

3 Roéwnania pierwszego rzedu

W tym rozdziale zajmiemy sie réwnaniami rézniczkowymi pierwszego rzedu, czyli réwna-
niami postaci

y'(z) = f(z,y(z))

3.1 Roéwnania o zmiennych rozdzielonych

Roéwnaniem o zmiennych rozdzielonych nazywamy réwnanie postaci

Y — gapiy) (31

Rozwigzanie ogolne tego réwnania jest okreslone (w sposob uwiklany) przez

dy = x)axr
L= [ poyie. (3:2)

Regulta rozwigzywania rownari tego typu jest bardzo prosta, wystarczy zgrupowaé¢ wyrazy
z X" po jednej stronie, a wyrazy z ,,y” po drugiej, nastepnie scatkowaé obie strony.

Jest to bardzo wygodna reguta mnemotechniczna, jedynym stabym punktem tej pro-
cedury jest ,mnozenie przez dz”, ktore oczywiscie nie ma zadnego matematycznego sensu,
gdyz dla nas symbol dz czy dy sam w sobie nic nie znaczy.
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Aby jednak uzasadni¢ prawdziwo$¢ stwierdzenia, ze (3.2) jest istotnie rozwigzaniem
réwnania (3.1), a co za tym idzie nasz ,brutalny” sposob traktowania dz i dy jest dozwolony,
uzyjemy twierdzenia o funkcji uwiktanej. Niech

d¥(y) 1 dd(z) — b(x
il = o T = i), (33

wtedy (3.2) mozemy zapisa¢ w postaci F(z,y) = const, gdzie F(z,y) = U(y) — ®(z),
nastepnie, korzystajac ze wzoru na pochodna funkcji uwikltanej, mamy

dy Fp _ ¥(z) _ 4(x)

T ) o ), (34
gdzie Fy, Fy sa pochodnymi czastkowymi funkcji F'(z,y) odpowiednio po i y.

Wykonujac catke w (3.2) nalezy pamietac¢ o pojawiajacej sie staltej, ktorg mozna wyzna-

czy¢ znajac warunek poczatkowy; jesli warunek poczatkowy nie jest podany, to dostajemy
rozwigzanie zalezne od statej dowolne;j.

Przyktlad
Znalez¢ rozwigzanie réwnania rézniczkowego

dy
= =— 0)=1.
da zy, y(0)

Roéwnanie bez watpienia jest réwaniem o zmiennych rozdzielonych,

2

C;—y:—/dmc:>log(y):—:%%-C,

poniewaz stala C jest dowolna, mozemy zapisac jg jako C = log C1, wtedy

y(z) = Crexp (—%2) ;

na koniec z warunku poczgtkowego wyznaczamy stalg y(0) =1 = C4.

3.2 Roéwnania sprowadzajgce sie do rownan o zmiennych rozdzielonych

Teraz wezmiemy sie za rOwnania nieco paskudniejsze, zacznijmy jednak od czego$ przy-
jemnego.

3.2.1 Roéwnanie o ,prawie” rozdzielonych zmiennych

Rozwazmy réwnanie

dy
D = a+ Ple)ply +az), (35)
gdzie a jest stala. Rownanie tego typu sprowadzamy do réwnania o zmiennych rozdzielo-

nych podstawieniem
d
u(r) = y(r) +az = — = = +a, (3.6)

wtedy rownanie (na funkcje u(x)) przybiera postac:

du
I ta=atd@)i(u) = —— = dz)P(u) (3.7)

teraz mamy juz proste rownania o zmiennych rozdzielonych, otrzymujemy z niego u(x) i z
(3.6) wyliczmy y(z), co daje nam rozwigzanie naszego rownania.



3.2.2 Roéwnanie jednorodne

Rownanie

Z_.?;I = f(:c,y) (3'8)

nazywamy (dodatnio) jednorodnym wzgledem z i y jezeli funkcja f(z,y) jest (dodatnio)
jednorodna wzgledem x i vy, czyli

VA>0 f(Az, Ay) = f(z,y).

Roéwnanie jednorodne sprowadzamy do réwnanie o zmiennych rozdzielonych podstawieniem

dy d du
) =ulr)r — — = —(uxr) = —= u
y@) =ulw)s = L= T (uz) = Tr+
Przyktlad
Kazde rownanie postaci
dy _ ¥
dz "D(x)

jest réwnaniem jednorodnym.
Czasem zdarza sie, ze mamy do czynienia z rownaniem, ktére wprawdzie bezposrednio
nie jest rownaniem jednorodnym, ale sie do takowego tatwo sprowadza.

Przyjrzyjmy sie réwnaniu
dy Y — Yo
= = ) 3.9
dz ¢ (w — o (3.9)

Nietrudno sie domysleé, ze dzieki podstawieniu

u=y—yo, v=0—T0 => —= = — (3.10)

dostaniemy réwnanie

=¢ (9) : (3.11)

o ktérym wiemy, ze jest jednorodne.
Okazuje sie, ze potrafimy da¢ sobie rade nawet z czym$ jeszcze paskudniejszym; roz-
wazmy nastepujace rOwnanie

dy az +by+c
- = _ ). 12
dz ¢ (alw +biy+ cl> (3.12)

Aby je sprowadzi¢ do réwnania jednorodnego zastosujemy nastepujacg sztuczke:

1. jez'eli ab1 - alb 75 0,
wtedy podstawiamy: u =y — yo; v = & — xp, gdzie g i yg sg rozwigzaniami naste-

pujacego uktadu réwnan

axg+byy+c = 0
a1x9g +biyg+cg = 0



wowczas otrzymujemy nastepujace réwnanie

du 4 au + bv
dv au+bv)’
ktore zostalo opisane powyzej i wiemy jak sobie z nim da¢ rade.

2. jez'eli G,bl - alb == 0,

obliczamy wtedy jedna ze stalych w zaleznoéci od pozostalych i podstawiamy, otrzy-
mujac réwnanie o zmiennych rozdzielonych. Niech, na przyklad, b; # 0, wtedy
mozemy wyrazié¢ a przez pozostale state, dostajac

dy _ ( blaiz + by) + cby )
dr bi(a1z + bry) + by
i podstawiamy z(z) = a1z + byy, wtedy

dy _ 1 (dz _

dz b \dz )"
i %_a _¢ bz+cb1
b \dz ') "\ biztbici )’

prawa strona tego rownania (¢(...)) zalezy wylacznie od z, dostajemy wiec rownanie
o zmiennych rozdzielonych.

zatem

Przyklad
Rozwigza¢ réwnanie
(2w —5By —1\2
B ( z+2y—5 )
Sprawdzamy warunek ab;y —a1b=2-2—1-(=5) = 9 # 0, wiec stosujemy metode z punktu pierwszego;
uktad réwnai na xo, yo mozna zapisa¢ w postaci

2 -5 ) _ 1
(7 2)0)-()
stad £o = 3,yo = 1, zgodnie z podanym przepisem podstawiamy v =y — 1,v = & — 3, dostajac roéwnanie
du _ (2v—5u\?2
dv ( v+ 2u ) )
jest to rownanie jednorodne, ktére sprowadzmy do réwnania o zmiennych rozdzielonych podstawieniem:

u(v) = n(v)v,
czyli

du dn

v dv +n

Nasze réwnanie przyjmuje postac:
Ud_n_'_ _ (211—51177)2
dw T\ 2up /)’

poniewaz v po prawej rownania stronie skraca sie, rozwigzanie problemu sprowadza si¢ zatem do policzenia
calki
(1 +2z)dn 2w)d77 dv
2 — 6 — 2z2

= (1= n(®)) (n(v) - )3(477(@)—1)

Rozwiazanie y(z) znajdujemy korzystajqc z zaleznosci

Otrzymujemy ostatecznie:

v=x—3, n:%:



3.2.3 Uogoblnione réwnanie jednorodne

Roéwnaniem (dodatnio) jednorodnym stopnia k nazywamy réwnanie postaci

dy

- = 3.13

0y = (@), (3.13)
gdzie funkcja f spetnia warunek: VA > 0 3k € R : f(\z, \fy) = \~1f(z,y). Oznacza
to, ze rownanie (3.13) ma by¢ niezmiennicze ze wzgledu na nastepujace skalowanie:

T = Az

y = Ay
dy k—1
— A ;
dzr = y

Szukamy takiego k zeby po dokonaniu powyzszego skalowania A po obu stronach réwnania
skrocila sie.

Majac odpowiednie £ mozemy sprowadzi¢ nasze réwnanie do réwnania znanego juz
typu poprzez podstawienie

Przyklad
Rozwigzaé rownanie

r_ 1 2
y:ﬁ+y.

Przypuszczamy, ze to réwnanie jest rOwnaniem jednorodnym odpowiedniego stopnia, sprawdzmy to:

_ 1
Ak ly' _ + )\2ky27

T A2g2
na to, zeby A skrocila si¢ po obu stronach réwnania potrzeba aby k — 1 = —2 oraz 2k = —2. Réwnania sg
niesprzeczne, ich rozwigzaniem jest k = —1, a wiec nasze réwnanie jest réwnaniem jednorodnym stopnia
k = —1. Aby je rozwigza¢ robimy podstawienie
u , vz —u
y=— p— Yy = 3 ,
x z

ktoére prowadzi do réwnania o zmiennych rozdzielonych
du
dzx
Rozwiazanie otrzymujemy rozdzielajac zmienne i wykonujac proste catkowanie

[ire=]
1+u+uw? )

2 2 1
logz = —arctan —(u+ =) +C.
SRRV ﬁ( 5)

t— =1+4+u+u’.

stad

3.2.4 Roéwnania liniowe (pierwszego rzedu)

Roéwnaniem liniowym pierwszego rzedu nazywamy réwnanie

Z—z = a(z)y + b(x) . (3.14)

Liniowo$¢ rownania oznacza, ze funkcja y(z) oraz jej pochodna wystepuja w rownaniu w
pierwszej potedze.
Roéwnania tego typu rozwiazujemy nastepujaco:



1. Najpierw rozwigzujemy réwnanie jednorodne, czyli rownanie

dy

dz
niejednorodnoscig w réwnaniu rézniczkowym nazywamy wszystkie te czlony tego
rOéwnania, ktore nie zalezg od funkcji na ktérag napisane jest réwnanie ani od jej
pochodnych (czynigc tym sposobem réwnanie niejednorodnym). W tym wypadku
sg to czlony niezalezne od y i y'. Roéwnanie jednorodne, ktore otrzymaliSmy, jest
prostym réwnaniem o zmiennych rozdzielonych, ktérego rozwigzaniem jest

a(z)y = 0;

y = Cel 9@z = Cyo(z), (3.15)

gdzie C jest stala.
Oczywiscie na tym jeszcze nie koniec, bo przeciez musimy rozwigza¢ cale rownanie,
w ktérym wystepuje takze niejednorodnosé.

2. Metoda uzmienniania stalej

Aby rozwigzaé¢ réwnanie niejednorodne majac do dyspozycji rozwigzanie réwnania
jednorodnego przyjmujemy, ze stata, ktéra wystepuje w rozwigzaniu réwnania jed-
norodnego staje sie funkcjg zalezng od .

Nastepnie podstawiamy do réwnania niejednorodnego postulowane rozwigzanie y(x) =
C(z)yo(x) (yo(z) jest rozwigzaniem réwnania jednorodnego znalezionym w poprzed-
nim punkcie, wzoér (3.15)) i otrzymujemy tym sposobem réwnanie na C(z)

C'(z)yo(z) + C(z)yp(z) = a(z)C(z)yo(z) + b(=) ,
czyli
C'(z)yo(@) + C(2)(yo(z) — a(z)yo(x)) = b(=)

ale yg—a(z)yo = 0, gdyz yo jest rozwigzaniem réwnania jednorodnego, tym sposobem
dostajemy rownanie (o zmiennych rozdzielonych) na C(x)

C'(x) = % — C(a) :/%O(w) _ /dwb(:c)efma(y)dy, (3.16)

Ostatecznie rozwigzanie rownania (3.14) dane jest przez

yla) = ol = o [ dob(aye I o0
Prosze zwroci¢ uwage, ze po wykonaniu catki pojawi sie ,prawdziwa” stata dowolna.

Przyktlad
Rozwigzaé réwnanie
2
y' + 2y = 2xe™°

Najpierw rozwigzujemy réwnanie jednorodne
Yy + 2y =0,

otrzymujac
2
yrs =Ce™”



uzmienniamy stalag C = C(z) i podstawiamy otrzymane rozwigzanie do réwnania niejednorodnego, wyrazy
proporcjonalne do C(z) upraszczaja sie i dostajemy réwnanie

C'(z) =2¢ = C(z) =2" + Co.
Ostatecznie rozwigzanie naszego réwnania niejednorodnego dane jest przez

y= C'(ar:)e_mz ="+ C’o)e_m2 .

3.2.5 Roéwanie Bernoulliego

Roéwnaniem Bernoulliego nazywamy réwnanie

Z—z = a(x)y + b(z)y", (3.17)

gdzie n € Rn # 0,1. Rownanie to jest oczywiscie rownaniem nieliniowym. Roéwnanie
Bernoulliego sprowadzamy do réwnania liniowego podstawieniem

dostajac

1 du
= de = a(z)u + b(z),

ktore rozwigzujemy metoda podang w poprzednim podrozdziale.

3.2.6 Rownanie Riccatiego

Roéwnanie postaci

dy

de
nazywamy réwnaniem Riccatiego. Tak jak réwanie Bernoulliego jest ono nieliniowe i w
og6lnym przypadku nie potrafimy go rozwigza¢ analitycznie; mozna je jednak prosto roz-
wigza¢ w dwoch przypadkach:

a(z)y” + b(z)y + () (3.18)

1. jezeli znamy jedno szczegdlne rozwigzanie naszego rownania y;, wtedy podstawieniem
y - yl U(.’E)

sprowadzamy je do réwnania liniowego.

2. jezeli znamy dwa szczegblne rozwigzania naszego réwnanie yi,ys, wtedy problem
znalezienia rozwigzania mozna sprowadzi¢ ,do kwadratur”, czyli do policzenia calki.

Policzmy
d [N |
alogly =yl = T =a(y+y) +b
€T Yy—u
d v — v
— 1 — = = b
dr og |y — y2l Y a(y +y2) +

10



odejmujac stronami dwa powyzsze rownania dostajemy

dl‘y—m
2 1og
dx Y — Yo

‘ =a(y1 —y2),

czyli rozwigzanie ogoélne jest dane catka

1 ‘y_yl
og
Yy—Y2

= /dx a(yl — y2) . (319)

Zadania
Wyznaczy¢ rozwiazanie ogélne réwnania

dz _ 1422
1. d—’;_—f,
do _ 2t
2. d_ats_cosm’
3. t2(fi—’t”—1):m(t+m),
4. do — 2t
it = Jitita )

5. % :$1/1+(i—f)2,

6 dy _ 2y—=z-5
©ode y—22x—4"?

2
= (255)
: 2z—y—1 )

8. 1+ 12Ty —y)H =0,

9. (y—x)V1+ $2% =1+ y2)3/2, Wsk. Podstawi¢ x = tan&, y = tann
10. 2m%§ +y(1+ 2% =0,
11. ¢ = m% + y2,
12. o' = Ly y%,
13. 6xy’y’ = 2® + 4¢°,
14. zy' — 2y = 2% cosw,
15. 2z — %)y’ =2y
16. 3zy’y — 2y° = 2®,
17. y' + (y—z)® + 22 =1
18. 6xy®y = 2® + 495,

19. zy' — 2y = 2% cosz,
20. 3ay’y’ — 2y° = 2?,
21. 222 4 y(1+2%y*) =0,

22. y' =5+,
23y =%+ y%,
24. (2z — yZ)y' =2y

dy _ 2y—az-5
25. E% - y—2§—4’
! 2 -z _
(y—=z)* +22 =1.
2

(y —z)>+ 2(y — ) = 1 Wsk. rozwigzaniem szczegblnym tego réwnania jest y; = =.

26. y
27.

11



4 Podstawowe typy réwnan drugiego rzedu
Bedziemy zajmowaé sie rownaniami drugiego rzedu t.j. réwnaniami postaci

d’y dy

dz? =f <‘Tay7 dz | (4.1)
Zobaczymy, jak na rézne sposoby mozna takie réwnania sprowadzi¢ do réwnan pierwszego
rzedu, z ktorymi lepiej lub gorzej potrafimy sobie radzié.

1. Jezeli 0f /0y = 0, czyli f nie zalezy od y, a jedynie od y' i z. Wtedy mozemy obnizy¢
rzad réwnania przez podstawienie

_dy du d%y
Y T dr dst

Widzimy, ze zastapiliémy réwnanie drugiego rzedu parg réwnan pierwszego rzedu:

Z—z = u(zx) (4.2)
L= fauw) (4.3

2. 0f/0x =0, czyli f nie zalezy od z. Podstawienie

d2y_du @_ du

¥ =y T
dr?2 dy dzx dy

i u(y) =

znowu pozwala nam zastapi¢ rozwigzanie réwnania drugiego rzedu parag réwnan roz-
niczkowych pierwszego rzedu:

Y= ) (14
w = fu) (45)

3. Rownanie jednorodne stopnia k wzgledem v, 1/, v".

Dowolne réwnanie rézniczkowe drugiego stopnia mozna zapisa¢ w postaci
F(z,y,y',y") =0,
jezeli F' ma wlasnosc, ze
F(z, 2y, My, Ny") = XeF (29,9, y")

moéwimy, ze mamy do czynienia z réwnaniem jednorodnym stopnia k wzgledem
y,1y',y". Rownanie takie upraszczamy w nastepujacy sposob, podstawiamy

y = e,

12



gdzie u(z) jest nowa funkcja x. Nalezy pamieta¢ o rozwazeniu obu przypadkow
podstawienia, ,z plusem” i ,z minusem”, gdyz nie mamy prawa zalozyc a’ priori, ze
rozwigzanie ogodlne bedzie dodatnie albo ujemne.

Gdy uzyjemy naszego podstawienia dostajemy réwnanie
F(z,4+e¥, +evu, +e(u" +u'?)) =0,
a dzieki jednorodnosci rownania czynnik +e" upraszcza sie
F(z,+1,+u/, £(u" +u'?) =0,

otrzymaliémy w ten sposéb rownanie omawiane w punkcie pierwszym tego rozdziatu,
obnizamy jego rzad poprzez podstawienie u' = v

Przyktlad
Rozwigza¢ réwnanie

mno__
zy =y .

Widzimy, ze nasze réwnanie nie zalezy od y, mamy zatem do czynienie z pierwszym typem réwnania

opisanym powyzej; podstawiamy

dy du  d’y
—_— = = — = —
dz u(@) de  dz?
i otrzymujemy réwnanie
xd—u =u
de —

rozpoznajemy, ze jest to rownania o zmiennych rozdzielonych, mamy
IESE
v ) z’

logu =logz + C,

czyli

jak zwykle wygodnie jest przyja¢, ze mamy prawo zapisaé¢ stalg C jako C =log C; dostajaé
u=Ciz.

Teraz przypominamy sobie, ze u = dy/dz, wiec:

5201(8,

znowu mamy réwnanie o zmiennych rozdzielonych, proste catkowanie prowadzi nas do ostatecznego wyniku

2
y(m)=01%+02.

Przyktlad
Rozwigzaé rownanie
" N2
vy =2(y)"-
Poniewaz w réwnaniu brak bezposredniej zaleznosci od = wiec stosujemy podstawienie opisane w drugim
punkcie rozdziatu
dy
Y = ufy), (4.6)
mamy stad
d’*u _du dy du

d —dy dz  dy u(y),
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podstawiajac to do naszego rownania dostajemy do rozwigzania proste roOwnania pierwszego rzedu
2
u— = 2u
Y dy ;

dzielac stronami przez u i rozdzielajagc zmienne dostajemy
d
[S=2]5
u Y

u=Cy’

catkujac otrzymujemy

Pozostaje tylko wykorzystujac (4.6) wyliczy¢ y(z):

czyli naszym koficowym wynikiem jest

Przyktlad
Rozwiagza¢ réwnanie

2 n / 2
yy = (zy —y)".
Poniewaz réwnanie zalezy zaréwno od z, jak i y, mozemy podejrzewac, ze jest ono jednorodne wzgledem
v,y ,y", sprawdzmy to korzystajac z metody podanej w trzecim punkcie tego rozdziatu:

2 Ay)(Ny") = (axy’ — Ay)?,

poniewaz A skraca sie po obu stronach réwnania, to istotnie mamy do czynienia z réwnaniem jednorodnym.
Wiemy zatem, ze skuteczne bedzie podstawienie

y = xe®.
Zarowno podstawienie y = +e", jak i y = —e" prowadzi do
$262u ((ul)2 + U”) — (.'KC“’U;’ _ 611,)2 ,
xZ((uI)Z + ’U/”) — (.’I;’U/I _ 1)2 ,
2 N1

?u” = (1-—2zu),

widzimy, ze dostaliémy réwnanie opisane w punkcie pierwszym rozdzialu, podstawienie

v(z) = Z—Z (4.7)

sprowadza nam je do réwnania pierwszego rzedu:
2 7
v +2zv—1=0.

Jest to réwnanie liniowe niejednorodne, rozwigzemy je metoda uzmienniania stalej. Najpierw szukamy
rozwigzania réwnania jednorodnego
!
v +2v =0,

rozdzielajac zmienne otrzymujemy
VURJ = F’

teraz uzmienniamy stata C = C(z) i podstawiamy powyzsze rozwigzanie do réwnania niejednorodnego
dostajac rownanie na C(z)

x2(0’$2 — 2wC) 4 22C =1

x4 x?
PO uproszczeniu mamy
ac
=1

E_a
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czyli

C=z+C,
stad
z+C1
U(x)ZT,

znajac zalezno$¢ (4.7) pomiedzy » i v wyliczmy u

u(z) =
czyli

/.’L‘ +2C1 d,
T

u(z) = log(x) - < + G,

ostatecznie

i) = £ exp(log(a) — 2 +Cs) = o exp(~ 2+ Cs)

Zadania

1. Znalezé wszystkie ciagle rozwigzania y(-) rownania

(a) y(z) =2 [Tty(t)dt = 22,

(b) [y (x—t—1)y(t)dt = 2z,
2. Rozwigza¢ réwnania

(a) ¥y’ =2zlnz,

(b) zy" = (1+22%)y,

1 2
(€ 2y =L +2,y(1) =%, y(1) =
(d) 2yy” —3(y')* =47,

e) y' =y Iny,

(
() 2yy" +2(y')> +y>=0

5 Roéwnanie liniowe n-tego rzedu

Roéwnaniem liniowym n-tego rzedu nazywamy réwnanie

a0 + a17' + agx” + -+ + anz™ = b,

(5.1)

gdzie ag = ag(t),... ,a, = a,(t),b = b(t) sa zadanymi funkcjami, z(t) jest szukang funkcja.
Gdy b = 0 méwimy, ze réwnanie jest jednorodne.
Roéwnania liniowe wyrézniaja sposrod innych nastepujace uzyteczne cechy:

e Rozwigzanie ogolne rownania niejednorodnego (RORN) jest sumg rozwigzania ogol-
nego réwnania jednorodnego (RORJ) i dowolnego rozwiazania szczegolnego rownania

niejednorodnego (RSRN):

RORN =

e Jezeli znamy n liniowo niezaleznych rozwigzan réwnania jednorodnego 1 = z1(t),... ,Zn

RORJ + RSRN.

Zn(t), wtedy rozwigzanie ogolne tego rownania dane jest przez

n
zrors = Y Cimi(t)
i=1

gdzie C; sa stalymi.
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Przejdziemy teraz do omoéwienia metody obnizania rzedu
Zatézmy, ze znamy r liniowo niezaleznych rozwiazan szczegélnych réwnania jednorod-

nego 1 = z1(t),... ,z, = z,(t) — na przyklad udalo sie je nam jako§ odgadnac; nie jest
to az takie trudne, bo wystarcza znajomos§é¢ rozwigzan réwnania jednorodnego, i to tylko
szczegblnych.

Wtedy zaktadamy, ze rozwigzaniem réwnania niejednorodnego jest
T
2(t) = 3 Cilt)i(t), (52)
i=1

gdzie C;(t) sa funkcjami spetniajacymi nastepujacy uktad réownan

I . Ty C{ 0
x! ... ! ! 0
: ! Sl=l (5.
mgr_l) U ) C, Wu(t)

gdzie W jest wroriskianem albo wyznacznikiem Wroriskiego zdefiniowanym jako wyznacznik
macierzy powyzszego uktadu:

I [ Ty

z! z!

"

W = det : :
D gD

Roézne uzyteczne wtasnosci wroriskianu sg opisane w dodatku A; u(t) jest natomiast nows
funkcjg, ktorag takze musimy znalezé.

Poki co nie posuneliémy sie zbytnio na przéd, zatozyliémy pewna postaé¢ rozwigzania
naszego rownania, ale wystepuja w nim nieznane funkcje C;(¢), ktorych pochodne speiniaja
pewien uklad rownan, na dodatek pojawila sie jeszcze jedna nieznana funkcja u(t).

Chytros¢ metody polega na tym, ze gdy podstawimy nasze rozwiazanie (5.2) do ro-
wania niejednorodnego i skorzystamy z warunkéw (5.3) jakie mamy nalozone na Cj, to
dostaniemy réwnanie rozniczkowe rzedu n — r na funkcje u(t), w ktorym nie bedg wyste-
powa¢ nieznane funkcje C;. Znajac u(t) mozemy rozwigzaé uktad (5.3), a potem przez
catkowanie znajdujemy C;(t).

Zobaczmy wiec jak to dziala. Zeby podstawi¢ rozwigzanie (5.2) do réwnania trzeba
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policzy¢ jego wszytkie n pochodnych

=1
o = Y ait)Cit) + D m()Ci), (5.5)
=1 i=1
=0z (5.3)
o = D MCiH) + Y #)Ci(), (5.6)
=1 =1
=01z (5.3)
: (5.7)
2@ = S0+« PV, (5.8)
=1 =1
—Wu 7z (5.3)
2D = S @) + 3 e () CiE) + W + W (5.9)
=1 =1
= Y 2"V 0Ci(t) + W' + 2W', (5.10)
=1
(5.11)
2@ = STV )Ci(t) + Flu, ", ), (5.12)
=1

liczac pochodne korzystalismy konsekwentnie z (5.3), ponadto otrzymujac (5.10) wykorzy-
staliémy udowodniong w dodatku A réwnosé

,
S (@) Cit) = Wa.
i=1

Jezeli teraz podstawimy wszystko do rozwazanego réwnania dostaniemy wyrazenie postaci

T
Z Cilaowi + a1m) + ... + an:vz(n)) +G(u,u',u", ... ,u™ ) = b,
i=1

~ S
-~

=0

gdzie G jest jaka$ funkcja, zalezng od konkretnej postaci réwnania. Kluczowym jest spo-
strzezenie, ze wystepujaca w powyzszym rownaniu suma jest réwna zeru, gdyz x1, - - . , T, S3
rozwigzaniami réwnania jednorodnego. W rezultacie dostajemy do rozwigzania réwnanie
na u(t) rzedu (n — r)-tego.

Na koniec przyjrzyjmy sie pewnym szczegélnym przypadkom powyzej opisanej proce-
dury.
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1. dla r = n opisany schemat jest znany jako metoda Lagrange’a uzmienniania
stalych. Postepujac zgodnie z podanym przepisem liczymy wszystkie potrzebne po-
chodne, pamietajac, ze dzieki temu, iz C; spelniajg uktad (5.3) odpowiednie wyrazy
Zeruja sie

z = Zmi(t)Ci(t)
= Zx;(t)oi(t)

' = Y alCi)
i=1

) = Za:zm (t)Ci(t) + Wu
=1

po czym wstawiamy je do naszego réwnania agz + a1z’ + agz” + -+ + apz™ = b
dostajac proste rownanie algebraiczne na wu(t)

apWu=»%.

Do rozwigzania pozostaje tylko uktad réwnan

1 Ty Ci 0

z! xl C! 0

' 2l=] | (5.13)
a0 e e )

2. dla r = n — 1 otrzymujemy metode Liouville’a. Postepujemy tak jak wyzej,
znajdujac wszystkie potrzebne pochodne

z = Y z(t)Ci(t)
=1

o = Y @i(t)Ci(h)
=1

g’ = Zm;'(t)Ci(t)

o) = sz(-r)(t)Ci(t)—l—Wu
=1

2 = 37" + Wl + 20
=1
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tym razem dostajemy na u(t) rownanie rozniczkowe pierwszego rzedu

!
!
an-1+ 20, — |u+ au = —,
w

w

znajac u(t) bez problemu znajdujemy Ch,... ,C;.

3. wreszcie dla r = 1 dostajemy metode obnizania rzedu réwnania o jeden. W
tym wypadku sprawa jest prosta, podstawiamy = = x1C1, gdzie C spelnia réwnanie
21C = Wu, ale w tym przypadku W = z1, tzn. C] = u, gdy podstawimy wszystko
do naszego réwnania, to C; uprosci si¢ w réwnaniu, a poniewaz C] = u dostajemy
na u(t) rownanie (n — 1)-ego rzedu.

Pozostaje tylko zilustrowaé teorie paroma przykladami, bardzo pouczajacy jest zwlaszcza
pierwszy z nich.

Przyktlad

Roéwnanie Eulera. Jak widzieliémy, metoda obnizania rzedu dziala skutecznie jesli potrafimy znajdo-

waé rozwigzania réwnania jednorodnego. Jednym z waznych réwnar, dla ktorego potrafimy znajdowad
systematycznie rozwigzania ré6wnania jednorodnego jest réwnanie Eulera:

a0y + arzy’ + a2z®y” + ... + anz"y™ = b(z), (5.14)

rozwigzanie réwnania jednorodnego dostajemy bardzo latwo podstawiajac y = x®; rozwigzujac otrzymane
rownanie algebraiczne na s (n-tego stopnia) otrzymujemy n rozwigzain rownania jednorodnego, kazde
odpowiadajace jednemu pierwiastkowi s;.
Jako przyklad wezmy
2’y —3xy — 5y =2’logx.
Do réwnania jednorodnego z2y” — 3zy’ — 5y = 0 podstawiamy przewidywane rozwigzanie y = =*, dostajac
réwnanie
s?—4s-5=0,

ktorego pierwiastkami sa s = —1, s» = 5, mamy zatem dwa liniowo niezalezne rozwigzania réwnania

jednorodnego y1 = z~! oraz y» = x°, w zwiagzku z czym rozwigzanie ogélne réwnania jednorodnego jest

dane przez
O 5
YRORJ = — = + Caz”.

Aby znalez¢ rozwigzanie réwnania niejednorodnego stosujemy metode obnizania rzedu (w tym wypadku
tozsama z metoda Lagrange’a uzmienniania statych).
Zakladamy, ze rozwigzania réwnania niejednorodnego jest dane wzorem

y(z) = Ci(z)yi(z) + Ca(z)y2(x), (5.15)

gdzie, zgodnie z podang metoda, C1(x) i Ca2(z) spelniajg uktad

Y1 Y2 C1 ) . ( 0 ) 5.16
(w w)(& Wu(z) ) (516)
Mozemy tez podstawi¢ jawnie wartosci y1(z) 1 y2(x):
™! 2P Ci ) _ 0
-z~ 5zt Cy ) 7\ Wu(zx) /'’
aczkolwiek zazwyczaj wygodniej jest w obliczeniach jak najdluzej postugiwac sie y1(x) i y2(x) bez wsta-
wiania ich konkretnej warto$ci. Pamietamy, ze W jest wronskianem ukladu, danym przez

-1 5
W:det(_mx_z v )=6x3

5z
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Teraz podstawiamy nasza zalozong postaé rozwiazania (5.15) do rownania niejednorodnego, korzystamy z
tego, ze C1 i C2 spelniaja uktad (5.16) i dostajemy rownanie (algebraiczne) na u(z):

’Wu=z"logw,

prosze zwrdci¢ uwage, ze w rownaniu tym nie ma C; i Cs, dzieki temu wlasnie metoda dziala; dostajemy
wiec w koricu
log
T o6x3
Znajac u(r) mozemy z uktadu (5.16) wyliczy¢ C] i C%, po czym przez proste calkowanie znalezé same C
iCa:

3 3
1
o / (~p@u)ds = T - T8 4 G,
. -1 log z
€2 = [mne)ds = 5 - 755+ Cin,
wystarczy teraz uzyskane rozwiazania podstawi¢ do (5.15), dostajac ostateczne rozwigzanie
C z?logx
y(@) = =% + Cosa® - Z55,

ktére, jak zwykle w przypadku réwnari liniowych jest suma rowigzania réownania jednorodnego (dwa pierw-
sze czlony) i rozwiazania szczegblnego réwnania niejednorodnego.
Przyklad
Rozwigza¢ rownanie

x—tx' 4+ (t—1)z" =t —1)%".
Latwo sprawdzié, ze jednym z rozwigzai szczegblnych réwnanie jednorodnego jest x1(t) = e’. Stosujac
metode obnizania rzedu zakladamy rozwiazanie naszego réwnania w postaci z(t) = z1(t)Ci(t), gdzie
funkcja C1(t) spelnia zredukowany do jednego réwnania uktad (5.3):

z1(t)C1(t) = Wul(t),

oczywidcie tutaj W = 1, czyli C1 spelnia warunek Ci(t) = u(t). Podstawiamy zalozong posta¢ rozwigzania
z(t) do réwnania, liczac wpierw potrzebne pochodne z(t)

g = 2iCi+mC =€ (Ci+CY),

' = £Ci+221CL + 2:.CY = et(C’l +2u+u),
dostajemy réwnanie na u(t) (prosze zauwazyé, ze skorzystaliémy z warunku na Ci: Ci(t) = u(t), a wiec

CY (t) = v'(t)), mamy
u(t—2)+u'(t—1)=(t—-1)".

Jest to rownanie liniowe, pierwszego rzedu, niejednorodne, rozwigzujemy wiec najpierw réwnanie jed-
norodne, rozdzielajac zmienne mamy
du [ (t—2)du
u (t-1) °

stad ury = Cae”%(t — 1). Teraz uzmienniamy stata C> = C2(t), podstawiamy urs do réwnania niejedno-
rodnego, otrzymujac rownanie na Ca(t):

zatem

Co(t) = e’ + Coo,

Ostatecznie
u(t) = (1+ Cose )t —1).
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Mozemy teraz powr6ci¢ do rozwigzywania naszego pierwotnego problemu, znajdujemy Ci(t):

Il

Ci(t) /udt = /(1 + Coze ™ H) (¢ — 1)dt
t2

5~ t + Coze” 't + Cos,

wtedy rozwigzanie naszego rownania jest dane wzorem
2

z(t) = Crzy = €' (% - t) + Coat + Coze’

Przyktlad

Rozwigzaé réwnanie
2. 1

t'x —tx'+x=t,

wiedzac, ze rozwigzaniami szczegdlnymi réwnania jednorodnego s z1 =t i z2 = tlogt. Oczywiscie oba
rozwiazania sg liniowo niezalezne. Wobec tego zakladamy rozwigzanie rownania w postaci

z(t) = z1(t)C1(t) + 22(t)C2(t) ,

przy czym funkcje C; i C> spelniajg uktad réwnan

T1 T2 Ci\ _ 0
(% 2)(&)-(wiw ) (547
Wroniskian W jest wyznacznikiem macierzy uktadu (5.17):
_ 1 T2 \ _ t tlogt _
W—det(gc,1 wg)—de’c(l 1+logt>_t'

Podstawiamy z(t) do rownania, korzystamy z tego, ze z1 i z2 spetniaja réwnanie jednorodne, dzigki czemu
w otrzymanym réwnaniu (na u) nie pojawiajg si¢ C1 i Cs, otrzymujemy:

1 1
Wu=t std u= — = = .
i std w =g = 5
Znajac u rozwigzujemy uktad (5.17), znajdujac C1 i Co
log tdt log?t
Ci = —/—g e + Co1
t 2
dt
Co = /?Zlogt—l-Cm
tak wiec ostatecznie
tlog?t
z(t) = tCo1 + tCo2 logt + O2g .
Przyktlad
Rozwigza¢ réwnanie
z—tr' +a’ —tz" =t,
wiedzac, ze rozwigzaniami szczegblnymi réwnania jednorodnego sg x1 = sint i £2 = cost. Zgodnie z

metodg obnizania rzedu zaktadamy rozwigzanie réwnania w postaci
z(t) = 21 (t)C1(t) + z2(8)Ca(2),

przy czym funkcje C1 i C2 spelniaja uktad réwnan

( ﬁi ﬁi ) ( gl ) - ( Wg(x) ) ' (5.18)
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Wroniskian W jest wyznacznikiem macierzy uktadu (5.18):

W:det(;,1 m?):det( cost Smt):l.

1 Ty —sint cost

Podstawiamy x(t) do réwnania, dostajac

Ci(z1 —txy + zy — tx)") + Ca(z2 — tah + x5 —txh ) +u—tu =1,
poniewaz zi1 i 2 spelniajg réwnanie jednorodne, wyrazy przy C: i C» sa zerem, otrzymujemy zatem
réwnanie na u:
uw—tu =t s

jest ono liniowe i niejednorodne; jak zwykle w takim przypadku rozwigzujemy réwnanie jednorodne po
czym stosujemy metode uzmienniania stalej.

Rozwiazaniem réwnania jednorodnego na u jest ury = Ct, Uzmienniamy stata C = C(t), podstawienie
uRrJy z uzmienniona staly prowadzi do réwnania na C(t):

0,y
stad
Cc(t) = —/% = —logt+Cp,
wtedy

u=t(Co —logt).
Mozemy teraz rozwigza¢ uklad (5.18), znajdujac tym samym C; i Ca:

Ci(t) = - /t(C’o —logt)sintdt,
Cao(t) = /t(Co —logt) costdt.
Rozwigzanie naszego réwnania jest dane woéwczas jako
z(t) = z1(t)C1(t) + z2(t)Ca(t) = Co + sint/tlogtsintdt — cost/tlogtcostdt.
Zadania
1. Rozwigza¢ réwnania
(a) 20°y" + 32y —y= 1,
(b) (1—2)y" +2y —y=(z—1)%", y(0) =1, limy oo y(2) = 0,
(¢) z*(Inz —1)y” — zy’ +y = 0. (znalez¢ najpierw rozw. szczeg. w postaci wielomianu)
2. Rozwigzaé¢ rownania metodg Liouville’a korzystajac z podanego rozwigzania szczegdlnego
() (2t—tHz" + (> —2)z' =2(t — Dz, 1 = t°

b) (2t +1)z” + (4t — )z’ =8z, &1 = e %
(b) ( ) :
(c) 222z — 1)y + 4r —3)zy” — 22y + 2y =0, 1 =z, yo = 1/x

6 Roéwnanie liniowe n-tego rzedu o stalych wspétczynnikach
Roéwnaniem liniowym o statych wspétczynnikach nazywamy réwnanie
aoz(t) + a1z’ (t) + . .. + anz™(t) = b(2) (6.1)

gdzie ag,...,a, € R sg danymi stalymi a b(t) - dang funkcja.
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Oczywiscie rownanie liniowe o statych wspoélczynnikach jest szczegolnym przypadkiem
réwania liniowego o dowolnych wspoétczynnikach, zatem metody z poprzedniego rozdziatu
stosuja sie bez zmian do réwnan rozwazanych obecnie; okazuje sie jednak, ze dla réwnan
o stalych wspotczynnikach mozna rozwingc znacznie prostsze metody ich rozwigzywania.

Procedura postepowania jest nastepujaca
Pierwszy krok
Szukamy najpierw rozwiazania ogdlnego réwnania jednorodnego RORJ (tzn. w réwnaniu
(6.1) ktadziemy b = 0). Aby to zrobi¢ wypisujemy stowarzyszone z naszym réwnaniem
rownanie charakterystyczne

ag+ a1 h +a)? + ...+ a A" =0 (6.2)

i znajdujemy jego pierwiastki wraz z krotnosciami.
Mamy teraz dwie nastepujace mozliwoéci

1. A € R — pierwiastek rzeczywisty o krotnosci k. Takiemu pierwiastkowi przyporzad-
kowujemy kombinacje liniowg k liniowo niezaleznych rozwigzan postaci

e)\t, te)‘t, thz\t’ . ,tk_le/\t

2. A € C — pierwiastek zespolony o krotnosci k. Bierzemy pod uwage tylko pierwiastki
o Im(\) > 0. Takiemu pierwiastkowi przyporzadkowujemy kombinacje liniows 2k
liniowo niezaleznych rozwigzan postaci

tle™ cos(Bt) , 7 e sin(Bt),

gdzie 0 < j < k,1 A= a+if, czyli a = Re()) oraz f = Im())

Rozwiazanie ogblne réwnania jednorodnego (RORJ) otrzymujemy poprzez wziecie kombi-
nacji liniowej rozwigzan dla wszystkich interesujgcych nas pierwiastkow (tzn. rzeczywistych
i 0 czescl urojonej wiekszej od zera).

Jesli chcemy rozwigza¢ réwnanie niejednorodne mozemy w tym momencie poshuzyé
sie metodg z poprzedniego rozdziatu. Znamy n liniowo niezaleznych rozwigzan réwnania
jednorodnego, zatem metoda obnizania rzedu bedzie dziata¢ doskonale — poniewaz, zgod-
nie z notacja z poprzedniego rozdzialu, r = n mamy do czynienia z metoda Lagrange’a
uzmienniania statych.

Okazuje sie, ze dla pewnych typéw niejednorodnosci b(t) jest dos¢ tatwo zgadnaé jak
wyglada rozwiazanie szczegolne rownania niejednorodnego (RSRN), w zwiazku z tym sto-
sowanie metody Lagrange’a nie jest potrzebne, co zwalnia nas z koniecznosci liczenia kilku
(czasem paskudnych) catek.

Drugi krok
Podana nizej metoda przewidywania rozwigzania szczegdinego réwnania niejednorodnego
(RSRN) jest skuteczna tylko dla nastepujacych typow niejednorodnosci b(t)

bt) = W)V,

b(t) = e*W(t)cos(Bt),

b(t) = e™W(t)sin(Bt),

b(t) = kombinacja powyszych funkgcji,
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gdzie W (t) jest wielomianem.
Zrébmy w tym miejscu nastepujace spostrzezenie, jezeli b(t) = by(t) +bo(t) +. ..+ b, (t)
i znamy rozwigzania szczegblne (RSRN) dla kazdej niejednorodnosci b;(t) oddzielnie:

z1(t) jest RSRN dla by(¢),
z2(t) jest RSRN dla  bo(t),

zn(t) jest RSRN dla by, (1),

to z(t) = z1(t) + z2(t) + ... + z,(t) jest RSRN dla niejednorodnosci b(t). Fakt ten
zawdzieczamy temu, ze nasze réwnanie jest liniowe.

Teraz zobaczymy jak nalezy ,zgadywac” rozwigzania szczegédlne dla danych typéw nie-
jednorodnosci.

1. Dla niejednorodnosci b(t) = W (t)eM, gdzie A € R jest pierwiastkiem réwnania cha-
rakterystycznego o krotnosci kK > 0 (Uwaga: przyjmujemy konwencje, ze k = 0
oznacza tyle, ze A po prostu nie jest pierwiastkiem réwnania charakterystycznego)

Wtedy RSRN przewidujemy w postaci
z(t) = t*V (t)eM

gdzie V(t) jest wielomianem o nieoznaczonych wspolczynnikach stopnia réwnego
stopniowi wielomianu W (t): degV (t) = deg W (t).

2. Dla niejednorodnosci b(t) = e®*(A(t) cos(St) + B(t) sin(Bt)), gdzie A(t), B(t) sg wie-
lomianami RSRN przewidujemy w postaci

z(t) = the™ (U(t) cos(Bt) + V (t) sin(Bt)) ,
gdzie U (t),V(t) sy wielomianami takimi, ze:
degU(t) = deg V' (t) = max{deg A(t), deg B(t)}

za$ k jest krotnoscig pierwiastka réwnania charakterystycznego, A = a + i8; przy-
pominamy jeszcze raz o przyjetej konwencji, & = 0 oznacza, ze liczba A nie jest
pierwiastkiem réwnania charakterystycznego.

Przyklad
Rozwiagza¢ réwnanie
™ — 22 4 22® = te! 4 €' cost.

Rozwigzujemy wpierw réwnanie jednorodne. Réwnaniem charakterystystycznym stowarzyszonym z nasztm
réwnaniem rézniczkowym jest
At—axdraai=o,
interesujacymi dla nas pierwiastkami (o czesci urojonej wiekszej od zera i rzeczywistymi) sg
A=0 o krotnoci k=2,
A=1+1i¢ okrotnocik=1.

Zatem rozwigzaniem og6lnym réwnania jednordnego (RORJ) jest

zrori(t) = C1 -1 + Ot + Cse’ cost + Cae’ sint,
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gdzie C1,... ,C4 € R sg stalymi.

Przechodzimy do odgadniecia rozwiazania szczegdélnego. Widzimy, ze mamy do czynienia z dwiema
niejednorodnos$ciami, rozwazymy je po kolei.

Pierwsza niejednorodnos¢ b1 (t) = te jest typu W(t)e*, W (t) jest u nas wielomianem pierwszego
stopnia, a A = 1. Sprawdzamy, czy A = 1 jest pierwiastkiem réwnania charakterystycznego, poniewaz nie
jest, wiec jej krotno$¢ k = 0, przewidujemy zatem rozwigzanie dla tej niejednorodnosci w postaci

z1(t) = (at + b)e’,

gdzie a, b s stalymi, ktére wyznaczamy podstawiajac nasze przewidziane rozwigzanie do réwnania niejed-
norodnego, dostajemy
elat +e'(b+ 2a) = te'

poniewaz powyzsza réwnosé musi by¢ spelniona tozsamosciowo, wiec

a = 1
a+2 = 0 °
czyli a = 1,b = —2, co oznacza, ze rozwigzaniem szczegélnym dla pierwszej niejednorodnosci jest
z1 = (t —2)e

Zajmijmy si¢ teraz drugg niejednorodnosci by (t) = e’ cost, jest ona typu e’ (A(t) cos(Bt)+B(t)sin(Bt)),
przy czym A(t) = 1 (wielomian zerowego stopnia), B(t) =0, a = 1, 8 = 1. Sprawdzamy, czy a+i8 = 1+14
jest pierwiastkiem réwnania charakterystycznego, widzimy, ze istotnie jest i ma krotnosé¢ £ = 1. Zgodnie
z naszym przepisem rozwigzanie szczegélne przewidujemy w postaci

w2(t) = t'e'(acos(t) + bsin(t)),

gdzie a, b sg stalymi (wielomianami zerowego stopnia), ktére wyznaczamy podstawiajac nasze przewidziane
rozwigzanie do réwnania niejednorodnego, dostajemy

4e’(a cos(t) + bsin(t)) = e’ cos(t),
poniewaz powyzsza rownosé musi byé spelniona tozsamosciowo, wiec
4a 1
4 = 0’
czylia = i, b = 0, co oznacza, ze rozwigzaniem szczegdlnym dla drugiej niejednorodnosci jest zo = itet cost
Rozwigzaniem ogblnym naszego rOwnania jest wiec

1
zrorN = C1 + Cat + Cze cost + Cue’sint + (¢ — 2)e’ + Ztet cost.

Zadania

Rozwigzaé réwnania
1.y -2y +y=2+¢"(1+sinz),
2.y +2y +2y=e""cos’x + 1,
3. " +4y" +13y' =z, y(0) = ¢'(0) = 4" (0) =0,
4. y® =8y" — 16y
5. " =2 +y =3

6. y' —y' =21 —=z), y(0)=1,4'(0) =3.2
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7 Uklady réwnan liniowych o stalych wspoélczynnikach

Bedziemy zajmowaé sie uktadami réwnan postaci

dz(t)
dt

=A-z+0b(t), (7.1)

z warunkiem poczatkowym zg = z(tp). A € R", jest macierza kwadratowa n x n, a z(t) i
b(t) wektorami

w1 (t) b1(t)
2(t) = z2(1) 1) — ba(t)
Zn(t) ba(t)

Rozwazmy najpierw réwnanie jednorodne

d";—f) =A-z, x(ty) = 0, (7.2)

przez bezpoSrednie przeliczenie tatwo sprawdzié, ze jego rozwigzaniem jest

C1
Co

s(t) =exp((t—to)A)-C, C=| |, (73)
Ch
C jest stalym wektorem rzeczywistym, ktéry mozemy wyznaczy¢ majac warunek poczat-

kowy, widzimy, ze po prostu C = xy.
Rozwigzanie réwnania niejednorodnego jest nieco bardziej skomplikowane:

z(t) = exp((t - to)A) -C(t),

gdzie

Clt) = / exp(—(t — to)A) - b(t)dt.

Jak wida¢, gtownym problemem jest obliczenie funkcji eksponens od argumentu bedacego
macierza; exp((t — to)A); zagadnienie to omawia sie zazwycza]j na zajeciach z algebry; w
dodatku B przedstawiamy metody obliczania funkcji od macierzy wraz z kilkoma przykta-
dami.

Zadania
Rozwigzaé uklady réwnan

1 T = 2x—y
’ Yy = br—2y
9 a T \_ Y 4 1+ tan®t
Aty )T\ —xz tant
3 & = 2x4y+ 2
) g = x4+2y+t°
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Dodatki

A  Wronskian i1 r6wnania liniowe

W rozdziale poswieconym rozwigzywaniu réwnan liniowych widzieliSmy, ze dosé¢ istotna
role odgrywa tam wyznacznik Wrorniskiego lub inaczej wroniskian. W tym dodatku oméwimy
kilka przydatnych wtasnoéci wronskianu

Niech z1(t),... ,z,(t) beda rozwigzaniami jednorodnego réwnania liniowego

a0 + a12' + agx" + -+ + anz™ =0,

wtedy wronskian definiujemy jako

W(z1,... ,zy,) == det

FAkT 1

Jegli dowolne dwa rozwigzania x;(t),x;(t), ¢ # j sa liniowo zalezne, to W = 0.

DowoD

Fakt ten wynika z wlasnosci wyznacznika; jezeli dwa jego wiersze sg liniowo zalezne, wtedy
jest on réwny zeru.

FAKT 2

Zachodzi réwnosc¢ IW
W — =0
an_1W +ap dt
Dowop
Dowodzimy prawdziwosci tego faktu przez proste przeliczenie. Trzeba tylko wiedzie¢ jak

rozniczkowaé wyznacznik

aw
dt

= suma wyznacznikw z kolejno zrniczkowanymi wierszami

oraz zauwazy¢, ze w naszym przypadku z tej sumy zostanie tylko wyraz pochodzacy ze
zrozniczkowania ostatniego wiersza; w pozostatych przypadkach zrézniczkowanie wiersza
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powoduje, ze w wyznaczniku pojawiaja sie dwa takie same wiersze, czyli

I .. In
A o
ORI
Poniewaz x1, ... ,Z, sg rozwigzaniami réwnania jednorodnego
aoTi + a1z + - + anarz(”) =0
czyli
Qn— _ 1
wgn) = —— lwgn b_ —(aom; + a1z +...)

an Qn
Podstawiajac to do rownania (A.1) otrzymujemy:
aw o _an_1

— = -W.
dt an

FAKT 3
Zgodnie z notacja z rozdzialu 5 przyjmijmy, ze mamy r liniowo niezaleznych rozwigzan
rownania jednorodnego, wtedy zachodzi rownosé

S @)Cl(t) = Wa.
i=1

gdzie, przypomnijmy, C; sa funkcjami spelniajgcymi nastepujacy uktad réwnan

I Ty Ci 0

x! ! c! 0

. ! 2= (A2)
2D gy C! Wou(t)

Dowop
Po pierwsze zauwazmy, ze uktad (A.2) mozna latwo rozwiazaé stosujac wzory Cramera,

faktycznie .
Czl = (_1)T+ZW(~’E17 R azﬁ’ia s 7$T) ’

gdzie W(x1,... ,%;...x,) oznacza wronskian z wyrzucong i-tg kolumng i r-tym wierszem.
Woéwczas
T ... T; ... Ty
r r /R A 4
r r i L r
>alwcin = YaPoEyT| ; o |u
i=1 i=1 : : :
N I e
= W,

gdzie w ostatniej réwnosci skorzystaliémy ze wzoru na pochodng wronskianu wypisanego
przy okazji dowodu drugiego faktu; pionowe kreski po obu stronach macierzy oznaczaja jej
wyznacznik, a Z; oznacza, ze wyrzucamy z macierzy ¢-tg kolumne.
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B Wyliczanie funkcji od operatora

Rozwigzujac uktady réwnan liniowych widzieliémy, ze zagadnienie to sprowadza sie do
policzenia eksponensu od macierzy. Zazwyczaj problem ten omawia sie na zajeciach z
algebry, niemniej przedstawimy tutaj skrotowo cztery metody obliczania eksponensu od
macierzy, lub ogolniej, dowolnej funkcji (analitycznej) od macierzy.

Pierwsza metoda, jaka bedziemy sie zajmowaé, jest prostrza od pozostatych w tym sen-
sie, ze wymaga minimalnej wiedzy z algebry. Pozostale metody sg bardziej wyrafinowane,
wydaje sie, ze najlepszg z nich jest trzecia — jest mato pracochlonna, nie wymaga wielu
obliczen, stosujac ja trudno sie pomyli¢. Czwarta metoda jest szczegdlnie lubiana przez
fizykow, mimo, ze zakres jej stosowania ograniczony jest do macierzy diagonalizowalnych,
tak sie jednak sktada, ze wlasnie te macierze natura polubita szczegélnie.

Zanim przejdziemy do opowiedzenia o konkretnych sposobach liczenia funkcji od ma-
cierzy przypomnimy sobie kilka pojeé i faktow z algebry.

Czesto moéwi sie, ze obliczmy funkcje nie od macierzy, a od operatora liniowego, czyli
odwzorowania liniowego przestrzeni wektorowej w sama, siebie L(V,V'). Takie odwzorowa-
nia nazywamy endomorfizmami L(V,V) = End(V). Jak wiadomo z algebry kazdy operator
liniowy w skonczenie wymiarowej przestrzeni dim V' = n mozna przez wybor pewnej bazy
reprezentowa¢ jako macierz n X n. Jezeli F' € End(V), a przez e oznaczymy baze w prze-
strzeni wektorowej, to [F|¢, = A, gdzie A € K", a K jest cialem przestrzeni wektorowe;j.
Mozna zatem myé$le¢ o operatorach liniowych jak o macierzach. Wszystkie te wyjasnienia
sg po to, aby czytelnik zagladajgc do ksigzki od algebry nie wystraszyt sie od razu tych
wszystkich dziwnych stéw i nazw.

Przejdziemy teraz do omoéwienia najwazniejszego z naszego punktu widzenia twierdze-
nia.

TWIERDZENIE (O rozkladzie na podprzestrzenie pierwiastkowe)

Dla kazdej macierzy A (kwadratowej stopnia n) w przestrzeni wektorowej C" istnieje k
podprzestrzeni wektorowych V(X\;) C C*, i =1,2,... ,k, gdzie k jest iloscig roznych war-
tosci wtasnych macierzy A. Podprzestrzenie te nazywamy przestrzeniami pierwiastkowymi.
Przestrzenie pierwiastkowe V();) maja nastepujace wlasnosci:

1. AV(X;) C V(Ai) — przestrzenie V' ()\;) sa niezmiennicze,
2. V(N)NV(Aj) = {0} i # j — przestrzenie sy roztaczne,
k
3. C" = @V (\;) — cala przetrzen jest sumg prosta przestrzeni pierwiastkowych.
i=1

4. V(\i) = ker(A — Nk = {v € C* : (A — \)Fiv = 0}, gdzie \; jest wartoécia wlasna
macierzy, lub, réwnowaznie, pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego. W ten
sposOb mamy przepis na szukanie przestrzeni pierwiastkowych; k; jest krotnoscig
pierwiastka )\; wielomianu charakterystycznego macierzy.

5. dimV(\i) = k.

Waznym spostrzezeniem jest to, ze z punktu 2 i 3 wynika, iz kazdy wektor v € C* mozna
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jednoznacznie roztozyc na sume wektoréow z podprzestrzeni V(\;) 3 v;

k
v = Z V-
=1
Powyzej pojawilto sie znane czytelnikowi z kursu algebry pojecie wielomianu charaktery-
stycznego macierzy A, ktory jest zdefiniowany jako w4 () := det(A — AI). W przypadku
macierzy wiekszych rozmiaréw albo o skomplikowanych wyrazach warto uzywac innej, réw-
nowaznej metody znalezienia wielomianu charakterystycznego:

wa(A) = A" - Tl(A))\nfl + TQ(A))\T“Q 4 oo 4 (=1)"7,(A)

n

= > (1A,

=0
gdzie:
(4) = 1,
m(4) = Tr(4),
. " (077 aij o . . .
n(A) = Z = suma wszystkich minorw gownych drugiego rzdu
— | aji ag;
1<J
1x(A) = suma wszystkich minorw gownych k—tego rzdu,

Tn(A) : det(A),

Jestedmy teraz gotowi omoéwié pierwszg z metod liczenia eksponensu od macierzy.

B.1 Metoda pierwsza

Przedstawiona metoda pozwoli nam znalezé rozwigzanie ukladu réwnan rozniczkowych.
7 rozdzialu 7 pamietamy, ze rozwigzanie ukladu réwnan rézniczkowych zwyczajnych o
statych wspotczynnikach dane jest przez

z(t) = exp((t — to)A) - zo, (B.1)

gdzie, zg = z(tg) € R* C C" jest warunkiem poczatkowym. Nasze zadanie polega na
znalezieniu eksponensa od macierzy.

Po pierwsze roztézmy wektor zy na wektory nalezace do przestrzeni wtasnych, co, jak
wynika z przytoczonego wyzej twierdzenia, jest zawsze mozliwe:

k
Zo = Z Vi,
i=1
v; € V(\;) jest elementem i-tej przestrzeni pierwiastkowej; korzystajac z tozsamosci

exp((t — to) A) = exp((t — to)\il) exp((t — to)(A — NT))
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gdzie I jest jednoscig w przestrzeni End(V'), lub, méwiac po ludzku, macierzg jednostkows.
Uzywajac dwoch powyzszych wzoréw mozemy zapisaé¢ rozwigzanie naszego uktadu réwnan
w nastepujacej postaci

k
z(t) = exp((t — o)A Z v; = Z exp((t — to)Ail) exp((t — to)(A — \I)) - v

i=1

Teraz rozwijamy w szereg Taylora funkcje eksponens, otrzymujac

o0
Zexp (t —to) /\I Z A NI v
=1 j=0

7 punktu 4 naszego twierdzenia wynika, ze
(A=XNI)Y -v;=0 dla j >k,

zatem szereg sie urywa i mamy ostatecznie

kfl

’ to)’
E exp((t — to)Ail) E 7(A M) - v (B.2)
=1 j=0 ‘]‘ N

Przedstawiona metoda jest faktycznie niezwykle prosta i natychmiast daje rozwigzanie
rownania. Kto§ ambitniejszy moze odczuwaé pewien niedosyt, gdyz tak na prawde nie
wyliczyliSmy samego eksponensa od macierzy, tylko eksponens w dziataniu na pewien wek-
tor. Jednak z tego co dotychczas widzieliSmy tatwo sie domysle¢ w jaki sposoéb otrzymacé
ogoélniejszy wynik.

Przyklad

Rozwigzaé réwnanie

gdzie macierz A jest r6wna

Rozwigzaniem tego réwnania jest
a(t) = exp(tA) - z0. (B.3)

Rozwiazywanie rozpoczynamy od znalezienia wartosci wlasnych A wraz z ich krotnos$ciami, znajdujemy
wielomian charakterystyczny
wa(X) = (1= A)(1+X)7,

czyli mamy A1 = 1 o krotnosci k1 = 1, ktéremu odpowiada przestrzen pierwiastkowa V' (1), dim V(1) =
oraz A2 = —1 o krotnosci k2 = 2, ktéremu odpowiada przestrzen pierwiastkowa V(—1), dimV(—1) = 2.
Musimy teraz znalezé obie przestrzenie pierwiastkowe:

-1
V() =ker(A—I)={veR® : (A—I)U:O}:<( -2 )>
1
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oraz

1 0
V(1) =ker(A+ 1)’ ={veR®: (A4+1)°v=0}= <( 0 ) ( -1 >>
0 1

gdzie lamane nawiasy (...) po obu stronach wektorach oznaczaja przestrzen rozpieta na wektorze (wekto-
rach), czyli taka, ktora jest ich dowolng kombinacjg liniowa.
Teraz mozemy roztozyé¢ warunek poczagtkowy na sume wektoréw nalezacych do przestrzeni pierwiast-

kowych:
1 -1 0
o = 0 = — -2 + 2 -1 s
1 1 1

pierwszy wektor v = (1,2, —1) jest z przestrzeni V (1), drugi za$, vo = (0, —2,2) jest z przestrzeni V(—1).
Nie pozostaje juz nic innego jak tylko wykorzysta¢ wynik (B.2)

el + 2te”!
z(t)=eT-vi+e "(I+t(A+1)-va=| 2t —1)+2" |. (B.4)
2e (1 —t)—¢é!

B.2 Metoda druga

W tym rozdziale pokazemy jak mozna policzy¢ warto$¢ dowolnej funkcji analitycznej od
argumentu macierzowego.

Rozwazmy funkcje analityczng ¢ : C* — C" zadang szeregiem w otoczeniu kazdej
wartosci wlasnej A; macierzy A, to znaczy

o (A )
p(N) =) (p]%g/\z)(k - i),
i=0

gdzie o) (\;) jest, jak zwykle, j-ta pochodng funkeji p()\)

Niech P; bedzie rzutem na V(X;) (V(\;) jest przestrzenia pierwiastkowa odpowiadajaca
wartosci wlasnej );), z algebry wiemy, ze V();) = imPFP;, gdzie imP; oznacza obraz rzutu P;.
Dla przypomnienia: imP; := {P,v : v € V}. Tak zdefiniowana funkcje mozna sensownie
rozszerzy¢ do funkcji argumentéw macierzowych, czyli mozemy liczy¢ ¢(A), co wlasnie jest
naszym celem.

Poniewaz V' ()\;) jest przestrzenig niezmienniczg dla A (patrz punkt 1 twierdzenia) to

(AR) = AP,
a zatem

@) (). )
7 X) up _apy,

P(A)P; = p(APR;) = i

M

Il
)

J
z punktu 4 twierdzenia wiemy jednak, ze

(AP, — \iP)) =0 dla j > ki,

dostajemy wiec

) (g Ml o0 ()
olap =3¢ 2 ap -y - > - npr,
7= J]=



Korzystajac z tego, ze P; sa operatorami rzutowymi i Zle P, = I mamy ostatecznie

E R oG) () |
o) =3 Y E M - nryr, (B5)
i=1 j=0

Wida¢, ze opisana tu metoda jest bardzo podobna do tej z poprzedniego rozdziatu, a
doktadnie pierwsza metoda jest szczegdlnym przypadkiem metody opisanej powyzej. Jezeli
chcielibysmy liczy¢ eksponens od macierz druga metoda to wystarczy wziac za @ )()\i) /3!
wspoélczynnik rozwiniecia w szereg funkcji eksponens. W pierwszej metodzie pierwszym
krokiem bylo ,roztozenie” wektora warunku poczatkowego zy na sume wektorow V(A;)
nalezacych do kolejnych przestrzeni wlasnych V();), w drugiej metodzie nie robimy tego
,recznie”; a zatrudniamy do tego operatory rzutowe P;, rzeczywiscie v; = F;xg

Przyklad

Rozwazymy ten sam przyklad co w poprzednim rozdziale, tym razem znajdziemy jednak samo exp(tA).
Wiegkszos¢ pracy wykonaliémy juz poprzednio, trzeba znalezé tylko jeszcze rzuty na podprzestrzenie pier-
wiastkowe. Aby to zrobi¢ znajdziemy rozklad bazy standardowej (e1, e2, es) na wektory nalezace do prze-
strzeni pierwiastkowych.

1 0 1 -1
e1 = 0 |eV(-1), e=[1]= 2 +| -1 |,
0 0 -1 1
—_——— N——
eva) )
es =

(1)) ()

€v(1) EV(-1)

Teraz operatory rzutujace na V(1) i V(—1) znajdziemy bez problemu; sg one macierzami, ktérych kolumny
sa wektorami rozktadu kolejnych elementéw bazy standardowej {e;}:

0 1 1 0 -1 -1
PV(I) = 0 2 2 s Pv(,l) = 0 -1 =2 ,
0 -1 -1 0 1 2

podstawiajac do wzoru (B.5) wspo6lczynniki rozwiniecia w szereg eksponensu dostajemy

e tt+1) et—et e tt-—1)4¢€
exp (tA) = e’ IPyy+e "I +t(A+I)Py_1) = te™? 2t —e7t e7H(t —2) + 2!
—te™t eTt—et eTt(2-t)—¢

B.3 Metoda trzecia

Przechodzimy wreszcie do opisania trzeciej metody liczenia funcji od macierzy, jest ona
najprostrza rachunkowo, ale wymaga znajomosci paru dodatkowych faktéw z algebry. Zde-
finiujmy przestrzenie wektorowe V;(\) wzorem

Vi(\) := ker(A — XI)!.
Tak zdefiniowana przestrzen ma nastepujace wtasnosci:

L Vi(A) € Va(N) S V(A < ...
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2. 3h = h(A) € N: V(X)) = Vip1(A) = Vigo(A) ..., mowimy wtedy, ze przestrzenie
sie stabilizujg; liczbe h nazywamy wysokoscig przestrzeni pierwiastkowej. Ponadto
mamy

ViA) GV dlal < h, (B.6)
w konsekwencji

dimV;(\) < dimV, dlal < h. (B.7)

Oczywiscie czytelnik domysla sie, ze jezeli A jest pierwiastkiem wielomianu charaktery-
stycznego to Vi () jest przestrzenig pierwiastkows Vi (A) = V()A), w zwigzku z tym

1< hO) < kO,

gdzie k() jest krotnoscia .

Warto zauwazy¢ tutaj pewng subtelnosé, otéz widzimy, ze przestrzen pierwiastkows
mozna znajdowaé mniejszym nakladem pracy, poprzednio aby ja wyliczyé¢ dla jakiejs war-
tosci whasnej \; szukalismy ker(A —\;1)*i | gdzie k; jest krotnoscig \;. Jak wynika z powyz-
szych rozwazan, zeby znalezé przestrzen pierwiastkows wystarczy policzy¢ ker(A — A\ I)hs
(hi = h(Xi)); jezeli h(Xi) < k(\;), to oszczedzamy na mnozeniu macierzy.

Uzbrojeni w przedstawiong teorie mozemy przystapi¢ do liczenia funkcji od macierzy,
tak jak w poprzednich rozdziatach interesuje nas wyliczenie

o@D .
p(4) =) a ).S)\Z) (A—XI),
=0

aby to osiggnaé potrzebny jest nastepujacy
FAKT

Niech Sp(A) = {A1,..., A} bedzie widmem (zwanym czasem spektrum) macierzy A
(widmo to zbiér wartosci wlasnych macierzy A), kazdej wartosci wlasnej odpowiada prze-
strzen pierwiastkowa o wysokosci

hl = h’(Al)ahQ = h‘()‘Q)a .- 'ah'T = h(AT) :

Jezeli ¢ jest pewng funkcja analitycznag okreslong na otoczeniu Sp(A), na przyktad wielo-
mianem, takim, ze

e(M) = o), .., D) = @A)
: : (B.8)
eA) = o), ooy FETDG) = oy,
wtedy
p(A) =p(4).

Wielomian @(\) nazywamy wielomianem interpolacyjnym dla ¢. Poniewaz mamy h; +
...+ hy warunkéw na @(A) musi on by¢ stopnia (hy + ...+ h,) —1 (o jeden mniejszego od
ilosci warunkow).

Schemat liczenia funkcji od macierzy jest zatem bardzo prosty,
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1. znajdujemy warto$ci wlasne naszej macierzy i ich krotnosci,

2. znajdujemy wysokodci przestrzeni pierwiastkowych odpowiadajacych kolejnym war-
tosciom wlasnym,

3. zakladamy, ze wielomian interpolacyjny jest postaci
P\ =ag +aih+ ... +ag)\?,
gdzied := (h1 + ...+ h;) —
4. wyznaczamy wspotczynniki wielomianu a; z warunkow (B.8),

5. wreszcie liczymy

0(A) = 3(A) = apl + a1 A+ ...+ agAl.

Przyklad
Zrobmy nasz przyklad z rodzdziatu A.1 trzecia zaprezentowang metoda:

Pierwszym krokiem jest znalezienie warto$ci wlasnych, poniewaz zrobili§my to juz wcze$niej, przypo-
mnimy tylko, ze A1 = 1 ma krotnoé¢ k1 = 1, A2 = —1 ma krotnosé k> = 2.

Nastepnie znajdziemy wysokosci odpowiednich przestrzeni pierwiastkowych. Przestrzer pierwiastkowa
odpowiadajaca pierwszej wartoéci wlasnej ma oczywiécie wysoko$¢ rowna jeden, gdyz wysoko$¢ nie moze
by¢ liczbg wieksza niz krotnosé pierwiastka i musi byé¢ wieksza od zera, h1 = 1. Jaka jest wysokosé drugiej
przestrzeni pierwiastkowej? Policzmy

-1
Vi(—1) =ker(A+1I) = < -1 > )

1
widzimy, ze dim Vi (—1) = 1, a z definicji przestrzenie pierwiastkowej wiemy, ze jej wymiar musi by¢ réwny
krotnosci pierwiastka (u nas jest to 2), czyli Vi(—1) nie moze byé¢ przestrzenia pierwiastkowa. Z kolei
z podanych w bierzacym rozdziale wtasnos$ci wysokosci przestrzeni wiemy, ze dim Vj,(—1) > dim V;1(-1),
czyli h(—1) > 1, z drugiej strony pamietamy, ze h(—1) < k(—1) = 2, zatem h(—1) = hy = 2.

Przechodzimy do trzeciego punktu przepisu, poniewaz hi + ho — 1 = 2, wiec wielomian interpolacyjny
musi by¢ wielomianem drugiego stopnia:
P(\) = aX” + b +c,

gdzie stale a, b, ¢ wyznaczamy z warunkow (B.8):

P(1) = atbte=p(1)=¢,
$(-1) = a-b+c=p(-)=e",
3'(-1) 20+ b=y (—1)=te ",

dostajemy:
a= eT(l+2t—e2t) , b:e—(e2t—1) , c=%(1—2t+362t) .

Ostatecznie mamy

e tt+1) et —et t(t 1) + e
exp (At) = §(A) = te™? 2’ —e7t eTHt—2) + 26
—te™" et —et t(2 t) —

35



B.4 Metoda czwarta

Tak jak poprzednio chcemy policzy¢ exp((t —to)A). Tym razem zalozymy jednak, ze ma-
cierz A jest diagonalizowalna. Oznacza to, ze jezeli A jest macierzg n x n, to ma n réznych
wartos$ci wlasnych. Innymi stowy, wszystkie przestrzenie pierwiastkowe A sg jednowymia-
rowe, sg zatem réwne przestrzenig wltasnym. Warto pamietaé, ze w szczegolnosci kazda
macierz symetryczna (lub hermitowska) jest diagonalizowalna.

Jezeli macierz A jest diagonalizowalna, to istnieje operator liniowy (czyli macierz, gdy
wybierzemy konkretna baze) U taki, ze

UTAU = D, (B.9)

gdzie D jest macierzg diagonalng. Ponadto wiemy, ze U jest unitarna, czyli UUT = UTU =

I. 71 oznacza albo transpozycje, albo sprzezenie hermitowskie, zaleznie, czy mamy do

czynienia z przestrzenia wektorowg nad cialem liczb rzeczywistych, czy zespolonych.
Rozwinmy w szereg Taylora eksponens i wykorzystajmy to, ze A = UTDU

exp((t — to)A) = exp((t — to)UTDU) = i UTDU) (B.10)
7=0

Policzmy . '
(UtbU) = (UTDU)U'DU)-...- (U'DU) =U'D'U,

~”

j razy

gdzie skorzystaliémy z lacznosci mnozenia macierzy i unitarnoéci U. Podstawiajac ten
wynik do (B.10) dostajemy

exp((t — to)A) = exp((t — to)U'DU) = U'exp((t — to)D)U . (B.11)

7 algebry wiadomo, ze D jest taka macierza diagonalng, ktéra na diagonali ma wartosci
wlasne macierzy A: A\;, 1 =1,2,... ,n, czyli

D = diag[A1, A2, ..., An],
zatem policzenie exp((t — to)D) jest bardzo proste:
exp((t — to)D) = diamg[e(t_to))‘1 Jelt=to)ra ,e(t_to))‘“] .

Zmnalezienie macierzy U takze nie nastrecza wiekszych trudnosci, jest ona macierzg ztozona
7z ustawionych obok siebie wektoréw wtasnych macierzy A.

C Metoda Rungego-Kutty

Niewatpliwie czytelnik domyélit sie, ze zadania i przyklady prezentowane w tym skrypcie
dobrane sg tendencyjnie, tak, by mozna byto znalez¢ rozwigzanie tego czy innego réwnania
analitycznie, inaczej méwiac, tak, aby wyrazalo sie ono przez funkcje elementarne. Kolej-
nym stopniem wtajemniczenia byloby omoéwienie réwnari rézniczkowych, ktérych rozwia-
zaniami sg pewne funkcje specjalne, omawiane tradycyjnie w czasie kursu fizyki lub metod
matematycznych fizyki.
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Jednak nawet wtedy nie potrafimy sobie da¢ rady ze wszelkimi mozliwymi do pomy-
§lenia réwnaniami. Dotyczy to szczegblnie rownan nieliniowych, ktére sg niezwykle wazne,
bo zazwyczaj wladnie one opisujg klasyczne uktady dynamiczne. Badania nad nimi dopro-
wadzito do rozwoju teorii chaosu deterministycznego.

y,ugryzienie” réwnan, ktérych nie potrafimy rozwigzaé analitycznie jest mozliwe w spo-
sOb przyblizony, przez zastosowanie metod numerycznych. Obecnie mozemy sie oczywiscie
postuzyé komputerem, co czyni takie podejscie bardzo wygodnym.

Istnieje wiele metod numerycznych rozwigzywania réwnan rézniczkowych, bywa, ze
pewne metody mozna stosowaé tylko do konkretnych typéw réwnan rézniczkowych, gdyz
dla innych staja sie numerycznie niestabilne, tzn. otrzymane wyniki sg obarczone duzym
btedem. Rézne metody numeryczne stuzgce rozwigzywaniu réwnan rézniczkowych opisane
sg w ksigzce Pressa i innych pt. ,Numerical Recipes: the art of scientific computing”

Czytelnik niewatpliwie spostrzegl, ze rownania rézniczkowe mozna rozwigzywaé nume-
rycznie metoda kolejnych przyblizen opisang w pierwszym rozdziale, tutaj opiszemy inng,
calkiem uniwersalng metode, znang jako metoda Rungego-Kutty.

Zacznijmy od czego$ bardzo prostego i naturalnego, od metody Fulera. Naszym celem
jest rozwigzanie, czy jak to sie czasem moéwi, scatkowanie réwnania

dy
— = t
7 (t,y)

z warunkiem poczatkowym y(tg) = yo. W metodzie Eulera zastepujemy rozniczki dy i dt
skoniczonymi przyrostami Ay, At:

Ay = Atf(t,y),

ktore mozna zapisa¢ w postaci réwnania réznicowego:

Yn+1 = Yn + (tn—i-l - tn)f(tn’yn) )

wybierajaé konkrenty warto$¢ At = t,41 — %, iterujemy powyzsze réwnanie otrzymujaé
kolejne waroéci y, w kolejnych chwilach czasu. Oczywiscie im mniejszy jest krok czasowy
At, tym dokltadniej przyblizamy prawdziwg trajektorie y(t), ale za to musimy wykonaé
wiecej operacji arytmetycznych, zeby poznaé y(t) na rozsadnie dtugim odcinku czasu ¢.

Metoda Eulera bez problemu jest uogélniana na réwnania wyzszego rzedu. Jezeli, na
przyktad, chcemy rozwigzaé¢ rownanie

d*y dy
= t,y, _) ) C.1
a7 ( Yt (C-1)
to wprowadzamy nowa funkcje z = dy/dt otrzymujac uktad rownan pierwszego rzedu
dy
ot AR
dt ’
dx
il t
dt f( "’E7 y) 7

ktory mozna zastapi¢ ukladem réwnan réznicowych

Tn+l = Tp+ (tn—f—l - tn)f(tna T, yn) 3
Yn+1 = Yn + (tn—l—l - tn)37n s
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tak jak powyzej poprzez iteracje warunku poczatkowego %o, xo,yo dostajemy przyblizong
trajektorie y(z,t).

Opisana metoda Eulera jest rzeczywiscie bardzo prosta i tatwa w implementacji na kom-
puterze, niestety w praktyce okazuje sie, ze wraz ze wzrostem ilosci iteracji do§¢ znacznie
wzrastajg btedy numeryczne, co z kolei powoduje koniecznosé uzycia bardzo matej wartosci
kroku czasowego At wydluzajac czas potrzebny do obliczen.

Zrédtem btedéw metody Eulera jest to, ze zmiany wartoéci y zaleza jedynie od war-
tos¢ pochodnej obliczonej na poczatku kroku At, lepsze przyblizenie dostajemy liczac te
pochodng czedciej wewnatrz przedziatu At. Na przyktad dla réownania pierwszego rzedu
odcinek czasowy mozna podzieli¢ na pdl i liczac nastepujace wielkosci

kl = Atf(tnayn) )

b= Atf(+ Syt ),

dostajemy wzor na krok iteracji
Ynt+1l = Yn + ks .

Jest to algorytm Rungego-Kutty drugiego rzedu; najczeéciej wykorzystuje sie algorytm
Rungego-Kutty czwartego rzedu — zapewnia on rozsadng dokladnoéé bez dramatycznego
wzrostu czasu obliczen, kroki algorytmu wygladaja nastepujaco:

ki = Atf(nayn)
by = Atf(ta+ ,yn k;)
by = At (bt S+ 2,

2
ke = Atf(tn + At, Yn +k3),

a gtowny krok iteracji jest dany przez

ki ke ks k4

38



