1 Rownania rézniczkowe — pojecie

1. Pojecie réwnania rézniczkowego — jest to pewne réwnanie funkcyjne, ktére zapisa¢ mozna w
postaci ogdlnej

F(xay(x),y'(a:),...,y(")) =0 1)
lub w postaci normalnej

y™ () = f(z,y(2),y'(2),...,9" V). 2
Rzad najwyzszej pochodnej wystepujacej w réwnaniu okresla rzad réwnania rézniczkowego.

2. Rozwiazania réwnania rézniczkowego.
Niech dane jest réwnanie rézniczkowe w postaci normalne;j

y' = f(z,y).

Niech funkcja f jest ciagta i jest zdefiniowana nastepujaco f : D — R. Rozwigzaniem réwnania
rézniczkowego w przedziale [a, b] jest funkcja y(z) okreslona i rézniczkowalna w tym przedziale,
gdy spelnia dwa warunki

e VY, €a,b] (z,y(x)) € D - tzn., ze wykres funkcji y = y(z) musi by¢ zawarty w obszarze D,

oV, €la,b] y' = f(z,y(x)) - tzn. ze funkcja y = y(x) spelnia zadane réwnanie rézniczkowe
na calym przedziale [a, b]. Rozwiazanie takie nazywa sie calkq ogélna lub rozwigzaniem ogol-
nym réwnania rézniczkowego.

3. Przypadki rozwigzan réwnan rézniczkowych.

e Rozwigzania réwnan rézniczkowych moga byé rzeczywiste, urojone, moze ich nie by¢
lub moze by¢ ich nieskonczenie wiele. Przyklad réwnania rézniczkowego, ktdre nie ma
rozwiazan rzeczywistych

dy .2 dy
1+(2)°=0 - (=2)=v-L
(7,) ()
Jego rozwigzaniem jest funkcja y(z) = ix.
e Rowanie réozniczkowe, ktore nie ma rozwigzan

d
e® =0 - Y_mo
dzx

e Najczesciej mamy do czynienia z sytuacja w ktérej istnieje nieskoriczenie wiele rozwiazan
roéwnania rézniczkowego — sa to catki ogdlne, np. réwnanie

Y =22
ma rozwiazanie postaci y(z) = 3z° + C, gdzie C = const. € R. Funkgcja taka stanowi
rozwigzanie réwnania niezaleznie od wartosci parametru C' € R. Wartosci jakie moze przyjac
parametr jest nieskoniczenie wiele, a wiec i rozwigzan mozna zbudowa¢ nieskonczenie wiele.
Dlatego méwi sie, ze rozwigzaniem r. 1. jest cala rodzina krzywych.
Powyzsze r. r. jest réGwnaniem pierwszego rzedu i jego rozwigzanie zalezy jak wida¢ od
jednego parametru rzeczywistego. Rozwigzanie r. r. drugiego rzedu jest zalezne od dwdch
parametréw, np.

y// — .'L'2.
Jegg rozwigzaniem jest funkcja y = 1.1—2m4 + Cix + Cs, gldzie Ql, Cs € R. Otrzymujemy.v’v tym
miejscu dwa parametry, bo do rozwiazania takiego réwnania nalezalo przeprowadzi¢ dwa
catkowania, a w kazdym z nich pojawita sie stata catkowania.
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2.1

Jesli rozwiazanie r. r. mozna wyznaczy¢ przez wykonanie skoniczonej liczby catkowarn, to méwi sie,
Ze jest to rozwiazanie przez kwadrature. Nie wszystkie r. r. mozna rozwiazac¢ przez kwadrature.
Np. réwnania Bessela. Metodg ich rozwiazywania jest wéwczas postulowanie wyniki w postaci
szeregu.

. Calki szczegdlne.

Calki ogdlne to rozwiazania r. r. spelniajace to réwnanie w ogélnosci. Zagadnieniem poczatkowym
Cauchy’ego dla r. . rzedu pierwszego nazywa sie zagadnienie polegajace na wyznaczeniu z calej
rodziny rozwigzan (catki ogélnej) jednego rozwiazania speliajacego zadany warunek y(zo) =
Yo, gdzie (zg,y0) € D. Innymi stowy, zagadnienie to sprowadza sie do wyszukania rozwiazania
przechodzacego przez zadany punkt (zo,yo) nalezacy do obszaru D. Zagadnienie Cauchy’ego
zlozone jest z réwnania rézniczkowego i warunku poczatkowego. (interpretacja geometrycznal).
Tak znalezione rozwigzanie r. r. nazywane jest catkg szczegdlna.

Podstawowe typy réwnan rézniczkowych

Najprostszym typem réwnania rézniczkowego jest réwnanie, ktére w postaci normalnej mozna zapisa¢
nastepujaco

y' = f(x),

gdzie f = f(x) jest pewna ciagla funkcjg argumentu (zmiennej niezaleznej) z. Rozwigzanie takiego
réownania uzyskuje sie poprzez calkowanie funkgeji f(z), tzn.

2.2

y(w)z/f(x)da:+C.

Inny prosty typ réwnania rézniczkowego, to réwanie postaci

M(2)N (y)dz + P(x)Q(y)dy = 0,

ktére mozna sprowadzi¢ do nieco czytelniejszej postaci

L M@NG) _
P@)Qy)
lub réwnowaznie
y' +p(z)g(y) =0, (3)

ktére dla g(y) = y staje sie réwnaniem liniowym jednorodnym. Réwanie powyzszej postaci mozna
zapisaé¢ w postaci réwnowaznej

le)y’ = —p(x),

a jego rozwiazanie w postaci uwiklanej

/ﬁdy = —/p(w)dm.

Rzeczg istotng w réwnaniu (3) jest iloczyn funkeji p(z)g(y) — tzn. mozliwos¢ rozseparowania od siebie
funkcji zmiennej niezaleznej x oraz funkcji zmiennej zaleznej y. Jesli taka separacja nie jest moztiwa,



nie jest bezposrednio mozliwe rozwigzanie podane powyzej.
Jesli w réwnaniu (3) funkcji zmiennych z i y nie uda sie rozseparowaé, czyli gdy bedzie mialo ono
postaé

Y +pi(z,y)g1(z,y) =0,

i nie bedzie mozna go zapisa¢ w postaci (3)

y' + p(z)g(y) =0,

to proba naiwnego rozwigzania doprowadzi do réwnania np.

[ == [ e

w ktérym dochodzi do catkowania funkeji y = y(x) wzgledem zmiennej x (czyli do catkowania funkeji
niewiadomej — celem rozwigzania réwnania rézniczkowego jest jej znalezienie) lub catkowania x wzgle-
dem y. W takich przypadkach nalezy r6znymi sposobami, adekwatnymi do postaci réwnania, prébowaé
réwnanie to sprowadzi¢ do réwnania o zmiennych rozdzielonych (3).

2.3 Roéwnania o postaci sprowadzalnej do réwnan o zmiennych rozdzielonych

2.4

Roéwnanie postaci

p1(z,y)dz + g1(x,y)dy = 0,

gdzie p1(z,y) i g1(z,y) sa funkcjami jednorodnymi tego samego stopnia, mozna sprowadzi¢ do réwna-
nia

ktére rozwiazuje sie przez podstawienie u(x) = £,

2.5

Wiadomo jak rozwigzywaé réwnania o zmiennych rozdzielonych, ale jak postepowac z innymi, na pozér
wiele bardziej ztozonymi réwnaniami? Wezmy pod uwage réwnanie rézniczkowe postaci naturalnej

, a1m+b1y+C1>
= f(arToyTa 4
y f(a2x+b2y+02 S

lub jego postac szczegdlng

ez t+bhiy+a

= . 5
y asx + boy + co (%)

Wszystkie rozwazania rozpatrzymy teraz dla tej postaci réwnania, ale tylko ze wzgledéw dy-
daktycznych. Wnioski jakie sie pojawia moga by¢ stosowane w ogdlnosci do wszystkich réwnan
rézniczkowych postaci (4).

Jak poradzi¢ sobie z réwnaniem (5)? Wida¢, ze podstawienie « = £ na nic sie tu nie zda ze wzgledu
na state ¢; i ¢a, ktdre spowoduja, ze podzielenie mianownika i licznika przez x wygeneruje wyrazy
postaci < oraz °2. Nie tedy wiec droga. W takim razie dokonajmy zamiany zmiennych. Zapostulujmy
wprowadzenie nowych zmiennych postaci

r=¢+q,
y=n-+p. ®)



Warto podkresli¢, ze we wspotrzednych z,y,  pelni role zmiennej niezaleznej, natomiast y zmiennej
zaleznej, tzn. y = y(z). W nowym ukladzie wspélrzednych &, 7, podobna role peinig odpowiednio £
oraz n = n(£), natomiast o i 8 sq stalymi. Réwnanie (5) wyrazone poprzez nowe zmienne przyjmuje
postac

dp _ , _ aftaa+bn+tbhf+a
d€ 1 a2€ + asa + ban + b2 + ¢
aE+bhn+aa+b8+c

= . 7
a2& + ban + asa + b2 + )

Wida¢, ze to réwnanie ma posta¢ sprowadzalng do postaci réwnania o zmiennych rozdzielonych, ale
pod warunkiem, ze swobodne wyrazy state wystepujacy w wyrazeniu powyzej beda réwne zero, tzn.

aia+bf+c =0 (8
aza + baff +c2 = 0.

Wéwczas réwnanie (7) przyjmuje postac

@ :"’}I: a1§+b1n = a1+b1g
d¢ ax€ + baf8 as +b2g’

ktore tatwo rozwigzaé stosujgc podstawienie u (&) = g

Uwaga: Podany sposéb sprowadzenia réwnania postaci (4) mozliwy jest tylko w przypadku gdy wyz-
nacznik

ai b1
az by

£ 0.

Gdy warunek ten nie jest spelniony wéwczas uklad réwnan (8) jest sprzeczny (co natychmiast imp-
likuje, ze stale w mianowniku i liczniku nie moga by¢ jednoczesnie réwne zero). W takim przypadku
nalezy zauwazy¢ rzecz nastepujaca: zerowanie sie powyzszego wyznacznika jest rOwnowazne réwnaniu

arby —ashy =0 —  a1by = asby,
z ktérego wynika

a b
=L — X\ = const.
as b2

Wowczas a; = Aas oraz by = A\by i dokonywanie podstawienia (6) nie jest konieczne, poniewaz réw-
nanie (5) mozna zapisa¢ w postaci

;L )\(a2x + bzy) + 1
asx + boy + co

i réwnanie latwo rozwiazac przez podstawienie u(z) = asx + bay.

2.6

Warto w tym miejscu zauwazy¢, ze do do postaci réwnania o zmiennych rozdzielonych tatwo
sprowadzi¢ réwnanie o postaci

y' = f(ax + by + ¢).

Dokonuje sie tego przez podstawienie u(x) = ax + by + c.



3 Roéwnania rézniczkowe liniowe i sprowadzalne do nich

3.1 RoOwnania rdozniczkowe liniowe
3.1.1 Metoda redukcji rownania

Metoda ta polega na sprowadzeniu réwnania liniowego
y' +p()y = f(z) 9
do postaci rownania
y' = f(x), (10)

ktérego sposéb rozwigzania (calkowanie) jest bardzo dobrze znany. Warto zauwazy¢, ze pomnozenie
réwnania (9) przez funkcje e/ ?(#)4% prowadzi do réwnania

y'el P@)de o ppyyel P@de — ¢(p)ef pl)de
Lewa strona tego réwnania moze by¢ zapisana jako pochodna, tzn.
ylefp(z)dm +p(m)yefp(m)dz — (yefp(a:)dz)l

w wdweczas cale réwnanie przyjmuje postaé
u'(z) = f(m)efp(w)dz7 gdzie u(z) = (yefp(z)dz)

i dalej
u(w) = yel P = [ j(a)el peri

3.1.2 Metoda uzmiennienia stalej

Proces rozwigzywania tg metodg podzieli¢ mozna na dwa etapy. Etap pierwszy to rozwigzanie réwnania
jednorodnego y’ + p(z)y = 0. Etap drugi, to postulowanie rozwigzania réwnania niejednorodnego y’ +
p(x)y = f(x) w oparciu o rozwigzanie réwnania jednorodnego, ktdre to rozwigzanie zostato uzyskane
W pierwszym etapie.

e Rozwiazanie réwnania jednorodnego
Latwo zauwazy¢, ze rownanie jednorodne to réwnanie o zmiennych rozdzielonych

]'I
-y = —p\),
" (z)

ktérego rozwigzanie jest oczywiscie postaci

Clny =— /p(a:)da: —  y=Ce Jr@dr (11
e Postulowanie rozwigzania réwnania niejednorodnego
Dysponujac (11) rozwigzanie réwnania niejednorodnego mozna zapostulowac¢ w postaci
y(z) = C(z)e JP@)d= (12)

czyli dokonujac tzw. operacji ugmiennienia statej C wystepujacej w rozwigzaniu ogélnym réw-
nania jednorodnego. Warto w tym miejscu zauwazy¢, ze postulujac rozwigzanie w takiej postaci
nie traci sie nic na ogélnosci tego rozwigzania. Na tym etapie mozna wcale nie zakladac, by



rozwigzanie rownania niejednorodnego byto w jakikolwiek sposob zwigzane z rozwigzaniem réw-
nania jednorodnego. I taka wlasnie dowolnos¢ zapewnia odpowiednia postac funkcji C'(z). Na tym
etapie funkcja C(x) jest niewiadoma, ktdra nalezy obliczyc.

Skoro funkcja (12) ma stanowi¢ rozwigzanie réwnania niejedorodnego, to réwnanie to musi by¢
dla niej spelnione. Nalezy wiec rozwiazanie postulowane wstawi¢ do réwnania niejednorodnego
i na tej podstawie obliczy¢ C'(z) i dalej C(z)

C'(z) = f(z)el P@)1 (13)

a z tego
C(z) = /f(:u)ep(‘”)dx + C. 14
Woéweczas rozwigzanie réwnania niejednorodnego ma postaé
y = Ce= I P@)dz 4 o= [p(@)do / Fz)er@ds (15)

Uwaga: Sposéb postulowania rozwigzania réwnania rézniczkowego w okreslonej postaci jest w
ogdlnosci catkowicie poprawny. Problem jaki moze sie pojawi¢ w tym miejscu polega jednak na
rozwigzaniu réwnania rézniczkowego po wstawieniu do niego rozwiazania postulowanego. W
przypadku gdy rozwiazanie bedzie miato posta¢ rozwigzania réwnania jednorodnego z uzmien-
niong stala, réwnaniem wynikowym bedzie réwnanie o zmiennych rozdzielonych. W ogélnosci
nie otrzymuje sie takiego réwnania — otrzymac¢ mozna natomiast réwnanie, ktdrego nie mozna w
tatwy sposéb scatkowac.

3.2 Roéwnania Bernoulliego

Réwnanie Bernoulliego mozna w ogdlnosci zapisa¢ w postaci

y' +p(x)y = f(x)y", (16)

gdzie r € R/{0,1}. Réwnanie to rézni sie od réwnania liniowego — ktére wiadomo jak rozwigzywac
— jedynie funkcja y” wystepujaca po prawej stronie (16). Sprébujmy wiec réwnanie Bernoulliego (16)
sprowadzi¢ do postaci réwnania rézniczkowego liniowego. Pomnézmy réwnanie (16) przez y— ", tak
aby wyraz y" zniknal po prawej stronie tego réwnania. W efekcie uzyskujemy nowe réwnanie postaci

Yy T+ p@yy " = f@) = Yy +p(@) ¢t = f(2). a7
() ~

Réwnanie to nie przypomina na razie réwnania liniowego. Warto jednak w tym miejscu zauwazy¢, ze
podkreslone klamra wyrazy zwiazane sq ze soba rézniczka w sposéb nastepujacy

W) =0 -ryy.

Natychmiast widaé, ze podstawienie u = y*~" spowoduje, ze réwnanie (17) bedzie miato posta¢ réw-
nania rézniczkowego liniowego. Dokonujemy wiec podstawienia, otrzymujac w efekcie réwnanie

1
1—r

u' +p(e)u = f(2),
ktore po prostym przeksztalceniu widac, ze jest rGwnaniem liniowym
u' + (1 —r)plz)u =1 —7r)f(z), (1—r)=const. (18)

Uwaga: Powyzsza analiza obowiazuje jedynie dla przypadku r» € R/{0,1}, poniewaz gdy r = 0 réwanie
(16) staje sie réwnaniem liniowym niejednorodnym, a gdy » = 1 réwnaniem liniowym jednorodnym.



3.3 Rodwnania zupelne
Rézniczka zupelna pewnej funkcji dwéch zmiennych U = U(z, y) ma postac

ou ou

AU = Gde+ 5 dy = Pl y)de + Qe y)dy, (19)
gdzie
U oUu

z czego wynika, ze funkcje P = P(xz,y) oraz Q = Q(z,y) sa funkcjami, ktére uzyskuje sie poprzez
réozniczkowanie funkcji U (x, y) wzlgedem odpowiednio z i y. Poza tym nalezy zauwazy¢, ze w ogdlnosci
zachodzi (twierdzenie o pochodnej mieszanej)
o U _ o o
dr 0y Oy Ox
Q) P(z.)

(2D

z czego bezposrednio wynika, ze dla kazdej rézniczki zupelnej funkcji dwdch zmiennych, rézniczki
postaci (19) zachodzi

0 0

Réwnania rézniczkowe, ktérych lewa strona jest rézniczky zupelna pewnej funkcji U = U(z,y) nazy-
wane sa réwnaniami rézniczkowymi zupelnymi

dU = P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0. (23)
Rozwigzaniem takiego réwnania jest rodzina wszystkich krzywych
U(z,y)=C 24

co bezposrednio wynika z postaci réwnania (23). Dla takich réwnan warunek (22) musi by¢ oczywiscie
speliony. Sprawdzenie tego warunku stanowi czesto najszybsza droge okreslenia czy zadane rdwnanie
rozniczkowe jest rGwnaniem zupelnym.

3.3.1 Metoda rozwiazywania rownan zupelnych

Jak zostalo powiedziane powyzej, rozwigzaniem takiego roéwnania rézniczkowego jest rodzina krzy-
wych U(z,y) = C, gdzie C € R. Rozwiazanie sprowadza sie wiec do wyznaczenia funkcji U = U(z, y).
Jedna z metod jej wyznaczenia jest rozwigzanie ukltadu réwnan (20) okreslajacych te funkcje. Z pier-
wszego z rownan (20) otrzymuje sie

U=Ulz,y) = / P(z,y)dz + $(y). 25)

Wystepujaca powyzej funkcja ¢(y) pelni role statej catkowania wzgledem zmiennej z. Funkcje U (x,y)
z niewiadoma funkcja ¢(y) wstawia sie nastepnie do drugiego z réwnan (20) z czego wyliczy¢ mozna
pochodna %(y"’) funkcji ¢(y), a z tego przez catkowanie sama funkcje ¢ = ¢(y). Wstawienie ¢(y) do
(25) okresla rozwigzanie réwnania zupelnego.

Uwaga: Wprowadzana klasyfikacja réwnan rézniczkowych stuzy miedzy innymi sformalizowaniu
metod ich rozwigzywania. Przynalezno$¢ danego réwnania rézniczkowego do danego typu réwnan nie
wyklucza przynaleznosci do innego typu. Innymi stowy, na przyklad réwnanie rézniczkowe zupelne
moze by¢ na przyktad réwnaniem rézniczkowym o zmiennych rozdzielonych. Réwnanie takie mozna



wowczas rozwigzac jedng lub druga metoda, traktujac je jako réwnanie o zmiennych rozdzielonych
lub réwnanie zupelne.

Przyktad: Réwnanie Zdr + Inzdy = 0 jest réwnaniem o zmiennych rozdzielonych, poniewaz
mozna je zapisaé w postaci iy’ = ———. Jednoczesnie jest to réwnanie rézniczkowe zupelne, w

ktérym P(a‘c,l y) =%, a Q(w,y) = Inz. Wybranie odpowiedniej drogi rozwigzania takiego réwnania
moze skréci¢ proces rozwigzywania.

3.3.2 Sprowadzanie okreslonych réwnan rézniczkowych do postaci réwnan zupelnych - czynnik
catkujacy

W okreslonych przypadkach istnieje mozliwo$¢ sprowadzenia réwnania rézniczkowego do postaci row-
nania rézniczkowego zupelnego. Przypusémy, ze réwnanie

P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0 (26)
nie jest zupele. Funkcja p = u(z,y) € C! jest tzw. czynnikiem catkujacym réwnania (26) gdy réwnanie
(@, y)P(w,y)dz + p(z,y)Q(x,y)dy = P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0 (27)

jest rownaniem rézniczkowym zupelnym. W takiej sytuacji spelnione jest réwnanie

dP(z,y) _ 9Q(z,y)

Oy Oz ’

ktore przeksztalci¢ mozna do postaci (przy pominieciu jawnej zalezno$ci od argumentéw z i y)

o o _ (aQ ap)

Oy oz M\az ~ By
i dalej
10u 10u 0Q 0P
—Ep_—Pg=22 2
oy uox or Oy (28)
Ostatnie réwnanie, wykorzystujac zaleznosci
Olnp) 10p O(np) _10u
oy  udy’ dr oz’
przepisa¢ mozna w postaci
O(In ) O(ln p) 0Q oOP
P e
oy ox @ or Oy (29)

Réwnanie rézniczkowe na czynnik catkujacy znacznie sie upraszcza, gdy rozpatrzy¢ dwa przypadki
szczegolne

e Zalézmy, ze u = p(x) jest funkcja tylko zmiennej z, tym samym réwnanie (29) ma postac

1, 1,0P 0Q
=G ( 5 o )dm. (30)
Jego catkowanie prowadzi do czynnika catkujacego p = p(x) postaci
_ 1,0P 0Q
w(z) = exp ( é(a_y — %)dm) (31)



e Zalézmy, ze u = p(y) jest funkeja tylko zmiennej y. W tym przypadku réwnanie (29) ma postac

1 1,0Q OP
Zduy = = (= - =— . 2
e _P(ax ay)dy (32)
Catkowanie tego réwnania prowadzi do czynnika catkujacego u = u(y) postaci
_ 1,0Q OP
u(y) = exp ( P (% - 6_y)dy) (33)

Uwaga: Wyrazenia (31) oraz (33) zawieraja jednoczesnie warunki okreslajace warunek istnienia
czynnika catkujacego postaci odpowiednio u = p(z) i p = p(y). Czynnik p = u(x) istnieje wéwezas gdy
funkcja podcatkowa argumentu funkcji eksponencjalnej w wyrazeniu (31) jest funkcja tylko zmiennej
z. Gdy funkcja podcatkowa argumentu funkcji eksponencjalnej w (33) jest funkcja jedynie zmiennej y
wowcezas u = u(y).

Czynnik calkujacy wyznaczy¢ tez mozna nie czyniac zadnego zatozenia co do jego zaleznosci od
tylko jednej zmiennej — wdwczas wyznaczy¢ mozna posta¢ ogolna czynnika catkujacego u = p(z,y).
W tym celu przyjmijmy, ze u jest funkcja dwdch zmiennych z i y, ale jest to zaleznos$¢ posrednia, tzn.
p = p(w(z,y)), gdzie w = w(z,y). Wykorzystujac nastepujace zaleznosci

Op _dpdw  Ou _ dudw
0r dwdx’ dy dwody’
réwnanie (28) okreslajace czynnik catkujacy p mozna przepisaé w postaci

1 dp dw ldpdw  _0Q 0P

udw Oy pdw dx °  dx Oy’

a po uproszczeniu

d(In ) 99 _ 9P

— RE] dy _ _ _

dw  Zup_guQ " F(z,y) = G(w(z,y)) = G(w).
Y oz

Rozwigzanie powyzszego réwnania prowadzi do czynnika catkujacego u
In p(w) = /G(w)dw = p(w) = el G, (34)

Poniewaz posta¢ w = w(x,y) jest znana, tym samym znana jest jawna posta¢ czynnika catkujacego
p=p(z,y).
3.4 Rownania Lagrange’a i Clairaut

Réwnania Lagrange’a'i Clairaut®sa do siebie podobne, ale ich sposéb rozwiazania rézni sie od siebie. Z
tego wlasnie powodu klasyfikuje sie je jako dwa rézne réwnania rézniczkowe.

2Lagrange Joseph Louis de — wybitny francuski matematyk i fizyk teoretyk zyjacy w latach 1736-1813. Jego najwybitniejsze
osiagniecia to sformulowanie réwnan mechaniki teoretycznej (réwnania Lagrange’a), rozwiniecie mechaniki nieba. Zajmowat sie
badaniem ruchu Ksiezyca, Jowisza, Saturna oraz badaniem orbit komet. W obszarze jego wielu zainteresowan znalazla sie tez
pewna klasa réwnan rézniczkowych — réwnania Lagrange’a. Napoleon I, w imie zastug, mianowatl Lagrange’a Wielkim Oficerem
Legii Honorowej, senatorem oraz Ksieciem Cesarstwa. Po jego $mierci, mowe pozegnalng na jego czes¢ wyglosit Pierre Simon
Laplace.

2Clairaut Alexis Claude — francuski matematyk i astronom zyjacy w latach 1713-1765. Prowadzit badania w zakresie rachunku
catkowego i rézniczkowego. Wprowadzit do matematyki takie pojecia jak caltka krzywoliniowa, rézniczka zupelna, catka ogdélna
i osobliwa réwnania rézniczkowego.



3.4.1 Roéwnanie Lagrange’a

Réwnanie Lagrange’a to réwnanie, ktére mozna zapisaé w postaci

y=o@W )z +9@y), o) #y. (35)

Cecha odrézniajaca réwnanie Lagrange’a (oraz Clairaut) od réwnan omoéwionych wczesniej jest wys-
tepowanie w réwnaniu nieliniowych funkcji pochodnej niewiadomej funkgji y.

Dla znalezienia rozwigzan réwnania (35) sprowadza sie je do postaci réwnania rézniczkowego lin-
iowego niejednorodnego, ktérego sposoéb rozwiazywania jest juz znany. W tym celu réwnanie (35)
rozniczkuje sie wzgledem zmiennej niezaleznej x co prowadzi do réwnania

y' ='W s+ o) +4'W)y"
ktore stosujac podstawienie y' = p(z) ma postaé

p—¢(p) = z¢'(p)p' + ¥’ (P)p'
i dalej, po niewielkich przeksztalceniach

dp _ p—9¢(p)

dz — ¢'(p)z+¢'(p)
Ostatnie rownanie jak wida¢ jest trudne do calkowania (nie jest to na przyklad réwnanie o zmien-
nych rozdzielonych lub o postaci sprowadzalnej do réwnania o zmiennych rozdzielonych), ale tatwo
zauwazy¢, ze jego odwrdcenie prowadzi do réwnania liniowego
d / ! / !
dw_ ¢ YO -, 0 v0) 36)
dp p—9¢)  p—ép) p—9¢(®) p—9®)
w ktérym niewiadoma jest funkcja x = x(p). Ostatnie réwnanie rozwigza¢ mozna dowolng metoda
odpowiednig dla réwnania liniowego niejednorodnego, np. przez uzmiennienie stalej. Rozwigzanie tego
rownania daje funkcje = postaci

z = A(p)C + B(p), C = const. 37

gdzie funkcje A(p) i B(p) sa funkcjami zaleznymi od ¢(p), ¢'(p) oraz ¢'(p) i sg znane dla konkretnego
réwnania rézniczkowego postaci (35). Nalezy w tym miejscu zauwazy¢, ze rozwigzaniem wyjsciowego
réwnania, a wiec rGwnania Lagrange’a, jest funkcja y = y(z), a nie funkcja x = z(p). Aby znalez¢ postaé
funkcji y rozwiazanie (37) nalezy wstawi¢ do réwnania (35) otrzymujac

y = o0 AM)C + ¢(p)B(p) + ¢(p)-

Samo powyzsze wyrazenie nie moze stanowi¢ rozwigzania réwnania wyjSciowego poniewaz w réwna-
niu wyjsciowym funkcja y nie zalezy od parametru p. Rozwigzaniem réwnania wyjsciowego (35) jest
dopiero para

{ y = ¢(p)A(P)C + ¢(p)B(p) + ¥(p) (38)
z=A(p)C + B(p)

ktéra stanowi tzw. rozwiazanie parametryczne, gdzie parametrem jest p. Rozwiazanie wzgledem
parametru p drugiego z tych réwnan i wstawienie tak uzyskanego rozwigzania do réwnania pier-
wszego, daje jawng postaé funkeji y = y(z).

Uwaga: Rozwigzanie ogdlne (w postaci parametrycznej) réwnania Lagrange’a wyprowadzane jest
przy zalozeniu p — ¢(p) # 0 (patrz wzér (36)). Rozpatrzenie przypadku odwrotnego, tzn. gdy p = ¢(p)
prowadzi do rozwigzan osobliwych réwnania (tzn. takich, ktérych nie mozna wyprowadzi¢ z rozwigza-
nia ogdlnego). Aby znalez¢ rozwiazania osobliwe nalezy rozwigzania réwnania p = ¢(p) wstawi¢ do
réwnania wyjsciowego (35) uzyskujac

y=piwx+9({pi),= i=12,...n (39)

gdzie n jest iloscia pierwiastkéw rzeczywistych réwnania p = ¢(p).
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3.4.2 Roéwnanie Clairaut
Réwnanie Clairaut jest przypadkiem szczegdlnym ogdlniejszego rdwnania Lagrange’a, i jest postaci
y ==y +¢(y"), (40)

z czego wynika, ze réwnanie Lagrange’a staje sie réwnaniem Clairaut dla ¢(y') = y'.
Rézniczkowanie réwnania (40) wzgledem zmiennej niezaleznej  prowadzi do réwnania postaci

y' =y +ay’ +¢'(y")y"
Wykorzystujac podstawienie y' = p(z) powyzsze réwnanie mozna przepisa¢ w postaci
(z+4'®)p =0,
ktdre jest spelnione gdy p’ = 0 lub z + ¢/ (p) = 0. Rozpatrzmy te dwa przypadki

e p =0

Réwnanie p’ = 0 jest réwnaniem rézniczkowym okreslajacym funkcje p = p(z) a jego
rozwigzaniem jest p = C;. Nalezy w tym miejscu przypomnie¢, ze zgodnie z wczesniej przyje-
tym oznaczeniem p = y', zatem y' = C; z czego wynika, ze y = Cyz + C2. W ten spos6b uzyskane
zostalo pewne rozwigzanie ogélne réwnania Clairaut. Jesli jest to rozwigzanie, powinno ono
spelia¢ réwnanie wyjsciowe (40). Wstawienie takiego rozwigzania do (40) prowadzi do réw-
nania Cy = 9(C}), czyli do wyrazenia jednej ze statych jako funkcji drugiej stalej. Tym samym
rozwigzanie ogélne réwnania Clairaut ma postaé funkcji liniowej

y = Ciz +(Ch). (41)

e z+¢'(p) =0
W tym przypadku z = —«'(p). Wstawienie takiej postaci funkcji x = z(p) do réwnania wyjs-
ciowego (40) prowadzi do funkcji y postaci

y =—¢'(p)p+ ¥ (p),

ktéra sama nie moze stanowi¢ rozwigzania réwnania wyjsciowego. Rozwiazaniem jest dopiero
para

{ y=—9¢'(p)p+¥(p) 42)

Najczesciej jest to rozwigzanie osobliwe réwnania Clairaut.
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3.5 Rodwnania rzedu drugiego
Réwnanie rézniczkowe liniowe rzedu n-tego
v Fanay™ Y 4t ay Fagy = f(1), y=y() (43)

jest réwnaniem niejednorodnym. Réwnanie to staje sie jednorodne gdy f(¢) = 0.
Wprowadzajac oznaczenia

1 =Y, T2= wll = yla 3 = xIQ = y”a ceey Ip = 3/'4171 = y(n_l)a (44)
otrzymujemy uklad n réwnan rzedu pierwszego

I —
ry =22 =Y

R — ol 1
IL‘2—£L‘3—.'171—:1/

(45)
2 =y = —an 19"V + .+ a1y + a0y = —an 1Tn + ...+ 0122 + ao2:
Stosujac notacje wektorowg mozna zapisaé
x} z1
» x . T
T = . , &=
zh Tn
Réwnanie liniowe niejednornodne w zapisie macierzowym ma wéwczas postac
¥ =A@)T +1(t), (46)
natomiast réwnanie jednorodne
F = A(t)7. 47

Wiadomo, ze rozwigzanie rownania rézniczkowego jednorodnego (43) ma postac
y(t) = ZCz-yi, i=1,...,n
i

gdzie y; sa rozwiazaniami szczegdlnymi tego rdwnania. Poprzez analogie, rozwiazanie dla j-tego réw-
nania w (47) mozna zapisa¢ jako

z; =Y Cifji.
i
W szczeg6lnosci dla j = 1 z ostatniego wyrazenia otrzymuje
T = Zcifu = Z Ciyi =y,
i i
czyli rozwigzanie réwnania jednorodnego (43). Podobnie dla np. j = 2

To=y = Zcﬂzz’ = Z Ciy;.
i i

Rozwigzanie réwnania (46) otrzyma¢ mozna metodg uzmiennienia stalych rozwigzania réwnania
jednorodnego. Tym samym rozwigzanie j-tego réwnania niejednorodnego przyjmuje postaé

.CL'j = Z Cz(t)a:ﬁ(t) (48)
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Rézniczkowanie rozwigzania wzgledem zmiennej niezaleznej ¢ daje
o =Y Cit)z;i(t) + D Ci(t)al; (1) (49)
i

Poniewaz (48) jest rozwigzaniem réwnania niejednorodnego dlatego réwnanie jest dla niego spetnione.
Wstawienie wyrazen (48) oraz (49) do j-tego réwnania z ukladu (46) prowadzi do wyrazenia

D Citt)asi(t) + Y Cilt)zl(t) = A; > Ci(t)mjilt) + f5(t)
i po oczywistym przeksztalceniu

D Citzi(t) + Y Cilt)al (1) — A; Y Cilt)z;i(t) = £5(2), (50)

gdzie A; jest j-tym wierszem macierzy A(t). Nietrudno zauwazy¢, ze drugie i trzecie wyrazenie po
lewej stronie powyzszej réwnosci daje sie zapisa¢ jako

Ci(t) (mgl(t) - A,-le(t)) + Cs(1) (m;?(t) - ijj2(t)) o+ Ca(t) (x;.n(t) - Aja:jn(t)) =0. (51

Ostatnia réwnos¢ staje sie oczywista gdy zauwazy¢, ze funkcje z;,% = 1,...,n sa catkami szczeg6lnymi
réwnania jednorodnego rzedu n (bo przeciez z; = ), C;x;; jest catka ogélng réwnania jednorodnego),
a tym samym spelniaja réwnania postaci z7;(t) = A;z;;, czyli wyrazenia w nawiasach réwnania (51).
Uwzglednienie tych faktéw pozwala zapisac¢ réwnanie (50) nastepujaco

> Cit)zjit) = £;(b). (52)

Warto w tym miejscu przypomnie¢, ze funkcje C;,i = 1,...,n sa niewiadomymi funkcjami wystepuja-
cymi w proponowanym rozwigzaniu réwnania niejednorodnego, a ich wyznaczenie jest konieczne do
okreslenia rozwigzan réwnania niejednorodnego (w przyjetej metodzie uzmiennienia statych). Uklad
(52) n réwnan z n niewiadomymi stanowi uklad z ktérego mozna wyznaczy¢ posta¢ funkcji C;(t)

Cl(Oa11 (8) + ..+ Cl(Din(t) = CLOYLE) + ... + CL(Byn(t) = 0
CL(B)221 () + ... + Chy(D2n(t) = CL(OYA(E) + ... + ChBh (1) = 0 -

CL )Tt + - .. + C (O (t) = CLO" D 4.+ C ()" Y = f(2)

Whiosek: Do$¢ dluga analiza wykazala, ze rozwigzaniem réwnania rézniczkowego liniowego niejed-
norodnego rzedu n jest funkcja postaciy = >, Ci(t)y:(t), gdzie y;(t) sa catkami szczegélnymi réwnania
jednorodnego (sprzezonego z réwnaniem niejednorodnym) natomiast funkcje C; spelniajg uktad (53).

3.5.1 Wronskian

Réwnanie rézniczkowe n-tego rzedu posiada n réznych rozwiazan. Uklad n rozwiazan szczegdlnych
Y1, Y2, - -,y réwnania liniowego jednorodnego jest tzw. uktadem bazowym lub uktadem fundamental-
nym w przypadku gdy wyznacznik Wronskiego (wronskian) spelnia warunek

y}(t) y7(t)
wa=| 4O 0 g v, (54)
a0 y U (1)

Uwaga:
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e Nie kazdy uklad catek szczegélnych réwnania rézniczkowego stanowi jego uktad bazowy. Z wlas-
nosci wyznacznika det(.) wynika, ze jest on réwny zeru gdy jego dwa wiersze lub dwie kolumny
sa liniowo zalezne, tym samym z (54) wynika, ze ukladem bazowym moze by¢ jedynie uklad
liniowo niezaleznych catek szczegdlnych réwnania rézniczkowego.

e Przedzial (a, b) wystepujacy w (54) jest przedzialem na ktérym calki sa liniowo niezalezne.

¢ Rozwiazanie ogélne réwnania jednorodnego n-tego rzedu ma posta¢ y = >, C;y; jedynie w przy-
padku gdy {y;}i=7 jest ukladem bazowym calek réwnania na przedziale (a, b).

e Uklad {y;}i=7 jest ukladem bazowym lub fundamentalnym w tym sensie, ze stanowi baze dla
wszystkich rozwiazan réwnania rézniczkowego, lub inaczej — rozpina cala przestrzen rozwigzan
rownania rézniczkowego.

3.5.2 Roéwnanie charakterystyczne réwnania rézniczkowego

Dla danego réwnania rézniczkowego liniowego jednorodnego rzedu n
y ™+ a1y Y+ ay +ay =0
rownaniem charakterystycznym jest réwnanie postaci
A"t an A" L a A ag = 0. (55)
W szczeg6lnosci, dla réwnania rzedu drugiego
y' + a1y’ +aoy =0
rownanie charakterysytczne jest rOwnaniem kwadratowym
A +ad+a9=0.

Ograniczajac analize jedynie do rdéwnania charakterystycznego réwnania rézniczkowego rzedu
drugiego (wnioski sa prawdziwe w ogdlnosci) mozna zauwazy¢, ze rownanie to ma

1. dwa rézne pierwiastki rzeczywiste A1, A2 € R, gdy wyrdznik A > 0,
2. jeden podwdjny pierwiastek rzeczywisty A\¢g € R, gdy wyréznik A = 0,
3. dwa rdzne pierwiastki zespolone Ay = a; +if1, A2 = az + if2 € C, gdy wyrdznik A < 0.

Rozwigzania réwnania charakterystycznego (pierwiastki charakterystyczne) determinuja postac catek
szczegoblnych réwnania jednorodnego — na ich podstawie wyznaczy¢ mozna uklad bazowy catek réwna-
nia rézniczkowego, a tym samym okresli¢ rozwigzanie ogdlne tego réwnania. I tak, dla poszczegdélnych
przypadkéw wymienionych wyzej, catki szczegélne réwnania jednorodnego maja postac

L yi(t) = M, ya(t) = M,
2. yi(t) = et yy(t) = telot,
3. y1(t) = e*t cos Bit, ya = et sin Bit, y3 = €2t cos Bat, Yy = e*2t sin Pot

Wymienione catki stanowig odpowiednie uktady bazowe catek réwnania rézniczkowego.

Notatki majg charakter nieformalny. Informacje na temat bledéw merytorycznych i pozamerytorycznych:
bwolf@rudy.mif.pg.gda.pl
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