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Rownania rézniczkowe i catkowe, Zestaw la

1. Prosze zdefiniowa¢é pojecia:

rownania rozniczkowego, catki ogélnej i szczegdlnej réwnania rézniczkowego, zagadnienia
poczatkowego Cauchy’ego, réwnania o zmiennych rozdzielonych, liniowego, Bernoulliego, zu-
pelnego etc. etc. (zagadnienia teoretyczne przedstawione na ¢wiczeniach).

. Prosze sprawdzi¢, czy dana funkcja jest rozwiazaniem podanego réwnania rézniczkowego
@ y(2) =Vi+a? 1+2%)y = y;
(D) r(p) = &, cos cpg—; —2r sincp =0;
(0) y(z) = 3sinx — 4cosz, & e 4 +y=0;
(d) y = 2%exp(z), H—Zdy+y—0
(e) z(t) = A; cos(wt) + Agsin(wt), & dt2 +w?z = 0.
® y:e””+e_%sin(§:c) —23—5,yB) —y=2%-1;
(8) y = sin (cos(z)), y" + cos(z) - cos (cosz) =y
e’ 1

(h) y=Incosz +e*Inz,y" —y — % =_

z2 ~ cos?z
z+1 —
(=)

. Prosze sprawdzi¢, ze calka ogdlng réwnania

(i) y = arcsinz, y" + (y')® —

,:2$+y
T —2y

jest rodzina krzywych danych réwnaniem

In (2% +y?) — arctan% - C =0.

. Prosze wyznaczy¢ catki ogdlne podanych réwnan
(@) y' =sin’z,
5

() y" =€+ Fa72,

(@ y" = —cosz,
1
(d) y = z\/lj—glnz

. Prosze znalez¢ catke ogdlna, a nastepnie catke szczegdlng réwnania rézniczkowego spetiajacego
podane warunki poczatkowe

@ &= 7 ¥(0) = 0;

(b) & =12 yle)=1;

© = v(5) =" y(5) =1
@ Ly =1 4y1)=0,4(1)=-1.

. Wyznaczy¢ catke ogdlna réwnania rézniczkowego postaci

<
|

dy _ ylny

dx sinz’

a nastepnie catke szczegdlng spelniajacq warunek



(@ y(3r) =1,
b) y(3) =e.
7. Wyznaczy¢ catke ogdlna (w postaci uwiklanej lub jawnej) réwnania rézniczkowego postaci
@ zy(l+2%)y =1+y%
b) y' =2 (y* - 1);
© (y*+1)dz — (2> +1)dy =0
@y = Z’”_JEZ W tym przypadku, po wyznaczeniu catki ogélnej nalezy nastepnie

i. znalez¢ rozwigzanie przechodzace przez punkt P(1,0) € D,
ii. wyrazi¢ to rozwigzanie (catke szczegélna) we wspdtrzednych biegunowych.
_ z+y.

(e) Z/I - ﬁ:
0 y = -2,
(8 y—ay' =a(l+2%);
(h) 2z+/1 — y2dz + ydy = 0, na jakim obszarze D = {(z,y)} € R? okreSlone jest to réwnanie?
(i) zy' = 3y —2x —2+/xy — 22, dla x # 0; prosze wskaza¢ rozwiazanie osobliwe tego réwnania,
G) (z+y—2)dz+ (z—y+4)dy=0
k) ydz + (2,/zy — z)dy = 0;

1 _ 1-3z—-3y
Dy =5

(m) y' = (z+y)
() y' = cos(z —y);

) y' = 72

(P) 2z —y+1)dz + (z +y)dy = 0;

(@ (2z + 3y — 1)dz + (4z + 6y + 2)dy = 0;
) y(lny — Inz)dz — zdy = 0;

2-
3

22+3.
(5) o = e

© v =2(;2%)
(w) y' = (azx + by + c)?
W) yYy=3z—-2y+5
(W) dy = e®t¥dx
8. Udowodniono, ze predkos¢ ochtadzania ciata jest wprost proporcjonalna do réznicy temperatury
ciala T i temperatury otoczenia T,; (ze wspolczynnikiem proporcjonalnosci réwnym —a), w

ktorym cialo to sie znajduje. Prosze znalez¢ zalezno$¢ temperatury stygnacego ciata od czasu, tzn.
T = T(t) oraz wykaza¢, ze temperatura tego ciata dazy do osiagniecia temperatury otoczenia.

9. Cialo o temperaturze 180 deg umieszczone jest w srodowisku o statej temperaturze réwnej 60 deg.
Po jednej minucie temperatura ciala obnizyta sie do 120 deg. Po ilu minutach temperatura tego
ciala spadnie do wartosci 90 deg?

Wskazéwka: Skorzystaé¢ z wyniku poprzedniego zadania.

10. Rozwigza¢ zagadnienie Cauchy’ego dla réwnania rézniczkowego

(@) (L+e™)yy =e”,y(0)=1;
() (zy? + z)dz + (2%y —y)dy = 0, y(0) = 1;

Pytania, komentarze, uwagi: bwolf@rudy.mif.pg.gda.pl



Odpowiedzi:
(4a) y = —cosx + 3cos z+C,
(4b) y =e® + f+01w+02,
(4¢) y = sinz + C12° + Cax + Cs,
Ad)y=¢(1+ 21n.’L’)3/2 +3ivV1+2nz+C,
(6) Catka ogdlna: y(z) = e“tan 3 calki szczegdlne: (6a): y(z) = 1; (6b): y(z) = etn 2
(7a) (1+22)(1 +y?) = Ca?%;
0 (7b) L5} = Cede’;
(7¢)
(7d) arctan £ —In (22+y?) = C; (7(d)i) arctan £ —In (22+y?) =0, (7(d)ii) p—Inr? =0 — r=e2;
(7e)arctang —+In(2? +3?) + C = 0;
(7f) cosy = Ce™ :
78)y = 1555 + o
(7h) 2 — /1 — y2 = C. Réwnanie okreslone jest na prostokacie P = {(z,y) : ¢ € (—00,00),1—y? > 0}
(7i) Catka ogolna y = w((Ca:+ 1)2+1). Z warunku (u — 1) # u — 1, gdzie u = £, kt6ry pojawia sie w
trakcie rozwigzywania réwnania, wynika, ze rozwigzaniami réwnania sa tez funkcje y = x oraz y = 2z.
Pierwsze z nich moze by¢ obliczone z calki ogélnej (rodziny krzywych bedacych rozwigzaniami) gdy
przyjaé parametr C' = 0 — jest to wiec catka szczegdlna podanego réwnania. Drugie rozwiazanie y = 2z
nie moze by¢ wyznaczone z catki ogélnej (nie mozna dobra¢ wartosci parametru C), jest to zatem catka
osobliwa podanego rownania rézniczkowego.
(7§) 2% + 2zy — y% — 4z + 8y = C;

(7K \ /3 +nly| = C,y #0;

(7D y+3z+2lnjz+y—1|=C

(7m) arctan(z +y) — x = C;

(7n) cot (5¥) + = = C;

(70) =* + y2 = Cy;

(7p) C — arctan \/_(yS il) ln (2($ + %)2 n (y _ %)2) —0;
(79) 3:1:+6y— 121n|2:1:+3y+7| =

(71) y = zeC>+1;

(75) & +1n (zy) = C'

(7 y+2=_Ce
(7u)aa:+by+c—\/7tan(\/—a:+0)
(8)

T=T,;+ Cle_at.

Wida¢, ze dla t — oc zachodzi T' — Ty.

(10a) 2¢% = \/_(1—}—6 );
(10b) 2 +1 = —2,;




