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Rownania rézniczkowe i catkowe, Zestaw 1c

1. Sprawdzi¢ czy funkcje sa liniowo niezalezne na podanym przedziale (a, b)
(@) y1 =z, y2 = 5; (a,b) = (—00, 00),
(b) 1 = f(.Z'), Yz =cC- f(m)9 (U/7 b) = (T17T2): C,T1,T2 = COTLSt., 1 < Ty,
(© y1 =22, y2 =sinz; (a,b) = (0, %)
2. Dane jest réwnanie rézniczkowe liniowe jednorodne rzedu drugiego postaci
y' +ay’ +ay =0, y=y(). 1)
Udowodni¢, ze

(a) funkcja y(z) = e*® jest rozwigzaniem szczegSlnym réwnania (1) wtedy i tylko wtedy gdy
zachodzi réwnosé

)\2+a1)\+a0 :0, (2)
(b) funkcje yi(z) = eM? i yy(x) = e 2" stanowia uklad bazowy rozwigzan réwnania
rozniczkowego (1), gdy A1 # A2 sa pierwiastkami réwnania charakterystycznego (2) réwna-
nia (1),
(c) funkcje yi(z) = €% i yo(x) = zero® stanowia uktad bazowy rozwiazan réwnania

rézniczkowego (1), gdy Ao jest pierwiastkiem podwdjnym réwnania charakterystycznego
(2) réwnania (1),

(d) funkcje y1(z) = e** cos Bz i y2(x) = e** sin Sz stanowig uktad bazowy rozwiazan réwnania
rézniczkowego (1), gdy A = a + if3 jest pierwiastkiem zespolonym réwnania charakterysty-
cznego (2) réwnania (1).

3. Dane jest rownanie rézniczkowe liniowe niejednorodne rzedu drugiego
y' + a1y’ +aoy = fi(z) + f2(2) = f(2),

lub zapisane réwnowaznie
2

d d
Ly(y) = fi(@) + fol@) = f@),  Lo(y) = (5 + a1 +ao)y.
Prosze udowodnic¢, ze funkcja postaci y = yy, + yy, jest rozwiazaniem tego réwnania, gdy yy, jest
catka szczegdlng réwnania Lo (y) = fi(z), a funkcja yy, calka szczegdlna réwnania Ly (y) = fo(z).
4. Udowodni¢, ze réwnanie rézniczkowe postaci

y"(z) +p(@)y' () + ¢(x)y(z) =0

mozna przez zamiane zmiennych y(z) — y(t), t = t(x) sprowadzi¢ do réwnania rézniczkowego o
stalych wspolezynnikach tylko wéwczas, gdy zachodzi

P, 4@

a(z)  2q(z)%

5. Udowodni¢, ze réwnanie Eulera rzedu drugiego

= C = const.

2y" + arzy’ +aoy = f(z), y=y(2) (3)

czyli réwnanie rézniczkowe rzedu drugiego o wspélczynnikach funkcyjnych, mozna sprowadzic
do réwnania rézniczkowego o wspdtczynnikach staltych przez dokonanie zamiany zmiennych
postaci

z=e", y=y)—y=yl@)=yl),

gdzie r jest zmienna niezalezna.



6. Zgodnie z druga zasada dynamiki Newtona ruch ciala o masie m zawieszonego w osrodku o
wspolczynniku ttumienia p na niewazkiej sprezynie o stalej sprezystosci k, opisany jest przez tzw.
réwnanie oscylatora postaci

ma" +pr + kx = f(t), ws=—, (@)

3=

gdzie f(t) jest sita wymuszajaca (dla drgan swobodnych f(t
drgan wilasnych wykonywanych przec ciato.
Prosze wyznaczy¢ funkcje # = x(t) opisujaca ruch ciata dla nastepujacych przypadkéw

~—

= 0), natomiast wyg jest czestoscig

(a) cialo wykonuje drgania swobodne (bez wymuszen) w osrodku bez tlumienia, tzn. p = 0.
Przyja¢ warunki poczatkowe postaci

z(t=0)=A4, v(t=0)=0,

gdzie v = v(t) jest predkoscig drgajacego ciala,

(b) Przyjaé, ze x(0) = v(0) = 0. Pozostale zatozenia tak jak w przypadku poprzednim,

(c) na cialo dziala wymuszajaca sita harmoniczna postaci f(t) = F'sin(wt), F = const.. Ruch
odbywa sie w osrodku bez tlumienia p = 0. Przyjaé, ze czestos$¢ sily wymuszajacej w jest
ré6zna od czestosci drgan wlasnych wy, tzn. w # wg. Przyja¢ warunki poczatkowe

z(0) =0, w(0)=0.

(d) w tym przypadku rozpatrzy¢ rezonans, tzn. w = wp. Reszta zalozen tak jak w punkcie
poprzednim. Dokona¢ krétkiej analizy przypadku ¢ — oo,

(e) rozpatrzyc¢ ruch swobodny (bez wymuszen) w osrodku o wspétezynniku ttumienia p,, > 2w,
gdzie p,, = £, p — wspétczynnik ttumienia;

7. Wyznaczy¢ rozwigzanie ogolne réwnania rézniczkowego (liniowego o stalych wspétczynnikach)
postaci

(@ y" -6y +9y=0;
(b) yl” + 2yll _ yl _ 2y — 0’

2
@ y'—dy—- =7 =0;
(d) ¢" =2y +y = 4e”;
(e) y" + 5y’ + 6y = ze37;
® y'+3y+2y=4;
(g) y" + 4y = sin2z. Rozwiaza¢ metoda przewidywan oraz metoda uzmiennienia stalych. W
drugiej metodzie skorzysta¢ z nastepujacego faktu: [sin®=zcos?zdz = —1sinzcos® z +

gcoszsinz + gz + Co.

(h) y" + 4y = cos® z;

@D y" +2y +y=2’e7;

() y" + 9y = 2z sinz + 2e3®
) ¥ +y = G

(D y”+y= 1

sin x

(m) y"” —y = 2?2 — x + 1. Rozwigza¢ metoda uzmiennienia statych oraz metodq przewidywan.
8. Prosze rozwiaza¢ (podac catki ogdlne) réwnan Eulera postaci

(@) z%y" —zy' +y = 0;
(b) z%*y" + zy' +y =sin (Inz);



(©) z%y" — 4zy' + 6y = =;
(d) z?y" —3xy’ — 5y =2%Inz;

Odpowiedzi
(6a) Drgania ciala opisane sa funkcja okresowa z okresem réwnym czestosci wlasnej wo, tzn. x = z(t) =
Ag cos wot;
(6b) ciato nie wykonuje drgan, z(t) =0 ;
(6¢) ruch jest ztozeniem dwdéch ruchéw okresowych o czestosciach w i wy. Drgania opisane sg funkcja

z(t) = —Lm (i sin wot — sinwt), gdzie F,, = L;
wo —w wo m
(6d) ruch ciala opisany jest réwnaniem z(t) = QFT"; sinwot — %’;t cos wpt. Amplituda wychylen ciata dazy
0

do nieskoniczonosci w granicy ¢ — oc;
(6e) jest to przypadek eksponencjalnego zaniku drgan (o$rodek o duzej ttumiennosci)

—-p —\/pZ —4w? —pm+4/P3 —4w?
a(t)=Cre =t Che T b

(7a) y = C1€3® + Coze3?;

(7b) y = C1e® + Cre™® + Cze™27;

(70)y = (%x —tln(e* +1)+ C’;;)eh + (— ze?® + 11 (e** +1) + 04);
(7d) y(z) = 22%€” + €*(Csz + C4);

(7€) y(z) = Cze™* + Cye ™" + SZ—EO( — 11+ 30z);

(70) y(x) = C3e™" + Cye™" +2;

(7g) y(z) = Cs cos 2z + Cy sin 2z — Lz cos 2x;

(7h) y(x) = C3cos2x + Cysin 2z + g + ém sin 2z;

(71) y(z) = C3e™® + Cyze™® + %m‘le_ﬁ;

(7)) y(z) = Cscos 3z + Cysin 3z + jsinz — - cosz + €37 (Lo — &);
(7k) y(z) = C3sinx + Cycosz + coszIn| cosz| + x sin z;

(7D y(x) = Cssinx + Cycosz + sinzIn|sinz| — z cos z;

(7m) y(z) = C3e® + Cre % —2? + 1 — 3;

(8a) y(z) = C1z + Coxlnx;

—-

(8b) y(z) = Cscoslnz + Cysinlnz — 1 In(z) cos z;
(80) y(z) = 1z + C12? + Coa?;
(8d) y(z) = —gz*Inz + % + Ch2®;

Pytania, uwagi, komentarze prosze przesyta¢ na adres: bwolf@rudy.mif.pg.gda.pl




