Fizyka, II rok FS, FiTKE, IS
Rownania rézniczkowe i catkowe, Zestaw 2a

1. Prosze zdefiniowa¢ pojecie formy kwadratowej, a nastepnie poda¢ macierz A formy kwadratowej
(1,22, 23) 1 okresli¢ rzad formy
(@) ¢(x1,T2,73) = 23 + 23 + 22 + 22122 + 47173

(b) @(z1,T2,23) = 27 + 4123 — 62273
2. Prosze okresli¢ rzad rownania rézniczkowego
(@) In |ugetiyy| — In|uge| —In fuyy| + ug +uy =0
(b) cos? ugy + sin® uzy — 2uZ — 6uy +u =0
(© 2(ug — 2u)ugy — %(uw - 2u)2 —zy=0
(@) ugu2, + (s +uy)” — 422y = 0

3. Prosze okreSlic typ réwnania rézniczkowego (liniowe/nieliniowe/quasi-liniowe oraz jed-
norodne/niejednorodne)
(a) uwugy + 2zuuy, —u =0
(b) m2yua)wy + 2e$y2u:cy —2u=0
(©) Bugy —Ugey +12uy+ 22—y =0
(d) uytee — 2utipy + f(2,y,u) =0
(e) 2sin(x + yY)uze — TCOSYUgy + TYUy =0
() ugyUse — 3uyy — 62Uy +2yu =0
(g) wuy, +ud+22+y=1,u=u(x)
(h) v +uug, +u=0
4. Okresl typ réwnania rézniczkowego (eliptyczne/hiperboliczne/paraboliczne)
(@) Ugy + AUgy + Uyy + Uy +uy +2u— 22y =0
(B) 2ugy + 2ugy + Uyy +2up +2uy —u =0
(©) Upg + 2Ugy + Uyy + Uy +uy +3u —2Yy? =0
(d) ugze + Uyy + Uzz — CLzutt =0
(e) zugzy + uyy = 0, podaj obszary w ktérych zachowuje sie typ réwnania
(0 zuze — y*uy, = 0, podaj obszary w ktdrych zachowuje sie typ réwnania
5. Znajdz rozwiazanie ogdlne nastepujacych réwnan rézniczkowych rzedu pierwszego
(@) (2®+32y®) 3% + 24732 + 2y%252 = 0,
(b) 252 +yJe +2°yFL =0
Bu ou __
(0 z5; + Ys, = 4y
(d) 18u 4 520

3 3z oy — U

ou u—z Ou __
(e) 8zr 3y2 B_y -

du Ou _
O 25 +y5 =u’y
6. Prosze rozwiazac podane nizej zagadnienia Cauchy’ego

(a) a:g—;” +yg—;j+§g—’; =0,u(l,y,2) =y + 22



() (1+2?)%+ a:yg—;‘ =0,u(0,y) = y?
7. Zdefiniuj pojecie zagadnienia Sturma-Liouville’a, a nastepnie rozwigz zagadnienie

. d
z%u(az) = du(z).

Czy wartosci wlasne )\ sa zdegenerowane, czy nie?

8. Okresl typ podanych réwnan rézniczkowych, a nastepnie sprowadz je do postaci kanonicznej

(a)
0%u 0%u 0?u  Ou
0z2  “0zdy 3—312+(9_y=0’
(b)
% - 2cosxaa;gy — (3 +sin® x)giyq; - yg—z =
©
o? 0? , 0% _0

P 2y P

ox? Oz0y Oy?
Wskazowka: Podane réwnanie jest réwnaniem parabolicznym. Réwnania tego typu
sprowadza sie do postaci kanonicznej dokonujac transformacji (z,y) — (£(z,y),n(z,v)),
gdzie £(x,y) jest krzywa charakterystyczna, natomiast n(z,y) jest dowolna funkcja zmien-
nych z,y niezalezng od £(x,y). Réwnania paraboliczne majg tylko jedng rodzine krzywych

charakterystycznych — z tego wynika dowolnos¢ przy ustalaniu drugiej wspétrzednej nowego
uktadu.

@+482_u+5@+6_u+2@:0

Ox? 0zdy 0y? Oz Oy
Wskazowka: Podane réwnanie jest réwnaniem eliptycznym. Rdwnania tego typu maja dwie
rézne rodziny zespolonych krzywych charakterystycznych (podane to zostalo na ¢wiczeni-
ach). Réwnania takie sprowadza sie do postaci kanonicznej dokonujac transformacji (z, y) —
(&(z,y),n(z,y)), gdzie krzywe charakterystyczne maja postac¢: ¢1 = &(z,y) + in(z,y),
w2 =&(z,y) —in(z,y).

9. Dane jest jednorodne réwnanie rézniczkowe o pochodnych czastkowych

62_u+ 62u +62_u—0
0x2 = 0xby Oy?

lub zapisane krécej przy uzyciu operatora rézniczkowego czastkowego Lo

92 0? 0?

Lou=0, gdzie Ly=—5 4+ — + —.
=5 gdue =53 +6:c6y+6y2

Wykaz, ze gdy rozwigzaniami powyzszego rownania sg funkcje u;(z,y), gdzie ¢ = 1,2,3,.

rozwigzaniem jest tez funkcja postaci

u(z,y) = Z u;.

.., to



10.

11.

12.

13.

Podane réwnanie rézniczkowe

ou P o
Ox? Oz0y oy

sprowadz do jego postaci kanonicznej, a nastepnie wyznacz rozwigzanie spelniajace warunki
poczatkowe

u(z,0) = 327,
0.

Dane jest hiperboliczne réwnanie rézniczkowe

u 1 0%

i 1
ot a? 0z? L
bedace jednowymiarowym réwnaniem falowym, opisujacym propagacje fali ptaskie;j.

(a) Sprowadz réwnanie (1) do jego postaci kanonicznej

2
0°u —0
9Eon
(b) Stosujac metode charakterystyk wyznacz rozwigzanie ogélne réwnania (1) i podaj jego in-
terpretacje
(c) Wyznacz rozwiazanie réwnania (1) spelniajace nastepujace niejednorodne warunki
poczatkowe
u(z,0) = Aa),
Ou
Bt 1o p(z)

(d) Wyjasnij dlaczego rozwigzania réwnania (1) nazywane sg falami ptaskimi.

Stosujac metode obrazéw (inaczej: metode odbicia) wyznacz rozwigzanie jednowymiarowego
réwnania falowego
Pu 1 0%
— - =55 =0 >0, t>0
0r? 2 Ot? TN b

speliajace podane warunki poczatkowe

uw(z,0) = A«x),
Ou
Slt=0 = n@ ®)
oraz warunek brzegowy
u(0,t) = 0.

(Jest to model nieskoniczonej struny zamocowanej z jednej strony).

Stosujac metode separacji (rozdzielenia) zmiennych wyznacz rozwigzanie jednowymiarowego
rownania falowego

Pu  10%u

dz2 2 o2



w obszarze z € [0, L], czyli w obszarze ograniczonym ptaszczyznami réwnolegtymi z = 0iz = L.
Rozwigzanie powinno spelniaé niejednorodne warunki poczatkowe postaci

u(z,0) = p(z),
ou _
Pt — Y@

oraz warunki brzegowe

(@)
u(0,t) = u(L,t) =0
(b)
u(0,t) = 0,
ou
% z=L =0 (3)

14. Stosujac metode separacji zmiennych wyznacz rozwiazanie jednowymiarowego réwnania
falowego

Pu_1oh_

0z 2 o2

w jednowymiarowym obszarze z € [0, L], przy jednorodnych warunkach brzegowych
u(0,t) =u(L,t) =0

oraz warunkach poczatkowych

u(z,0) = a-sin%m,
Ou
il O ®

15. Stosujac metode separacji zmiennych wyznacz w obszarze Q = {0 <z <a,0<y <b,0< 2z < ¢}
rozwigzanie tréojwymiarowego rownania falowego dla ¢t > 0

0%u 82_u @ 1 0%u

"l — 55 =0
ox? + Oy? + 022 w2 o2
speliajace nastepujace warunki poczatkowe
u(z,y,2,0) = ug = const.
ou
at t=0
oraz brzegowe
u(0,y, 2,t) =ula,y,2,t) =0; 0<y<b 0<z<e t>0,
u(z,0,2,t) = u(z,b,2,t) =0; 0<z<a, 0<z<e¢ t>0,
u(z,y,0,t) = u(z,y,¢,t) =0; 0<z<a, O0<y<bdb, t>0.

Odpowiedzi:
(1a) forma rzedu trzeciego; (1b) forma rzedu drugiego;
(2a) rzad pierwszy; (2b) rzad pierwszy; (2c) rzad pierwszy; (2d) rzad drugi



(3a) nieliniowe; (3b) liniowe jednorodne; (3c) liniowe niejednorodne, (3d) quasi-liniowe; (3e) lin-
iowe; (3f) nieliniowe; (3g) quasi-liniowe; (3h) nieliniowe;

(4a) hiperboliczne; (4b) eliptyczne; (4c) paraboliczne; (4d) hiperboliczne;

(4e) z = 0 — paraboliczne, z > 0 — eliptyczne, = < 0 — hiperboliczne;

(4f) z > 0,y # 0 —eliptyczne, z < 0,y # 0 — hiperboliczne, na prostych z = 0 iy = 0 — paraboliczne;
(52) u=G(Z,y+ %); (5b) u = G(¥ + 1241,

(50) G(%,4y —u) =0; (5d) G(2® — y,3z —In|u);

(5¢) G(z —u,y® + u? —zu) = 0 lub np. G(z — u,y® + uz — 2?) = 0; (5) G(¥,y + 1)=0

(62) u(z,y,2) = L+ 2; (6b) u(z,y) = 1L

(7) Funkcje wlasne sa postaci e~#?. Dla ustalonego ), z kazda taka funkcja zwigzana jest tylko jedna
warto$¢ wlasna réwna \. Jest to wie¢ przypadek bez degeneracji.

(8a) Podane réwnanie jest rGwnaniem hiperbolicznym. Dla réwnan typu hiperbolicznego okresla sie
dwie postacie kanoniczne. Pierwsza z nich to posta¢

8%u
0&0n

Do takiej postaci podane réwnanie mozna sprowadzi¢ wykonujac transformacje (z,y) — (£,n), gdzie

&(z,y), n(z,y), sa krzywymi charakterystycznymi.
Druga postac kanoniczna to

+ f(uﬁaunauaé.an) =0.

%u  0?
6—’172 - 6_62 - f(uﬁaunauagan) =0.
(8b) Réwnanie hiperboliczne
(8¢) Réwnanie paraboliczne
(8d)
Ou P, ou_

6€2+aﬂ2+377 € T—Y, N=2
(10) u(z,y) = 1(y — 32)* + §(y + 2)°
(11b) Rozwigzanie ogolne ma postac

u(z,t) = F(z — at) + G(z + at)

(11c) Rozwigzanie szczegdlne

1 1 z+at
w(zt) = Az — at) + Az + at) + —/ (€)de.
2 2 2 r—at
Jest to superpozycja dwdch fal, ktére propaguja w przeciwnych kierunkach. Pierwsza z nich propaguje
w lewo, druga w prawo.
(12) Rozwiazanie jest postaci

ct+x
u(z,t) = l)\(ac +ct) — 1)\(ct — 1) +/ u(€)dg.
2 2 ct—x

Rozwigzywane réwnanie stanowi model drgajacej struny zamocowanej z lewej strony. W tym przy-
padku poczatkowe wychylenie A(z) dzieli sie na dwie czesci (dwie fale), z ktérych jedna porusza sie z
predkoscia ¢ w prawo, a druga z ta samg predkoscia propaguje w lewo i dotarlszy do punktu z = 0,
gdzie drgajaca struna jest zamocowana, odbija sie i zaczyna poruszac sie w prawo. Po odbiciu zmienia
sie znak amplitudy fali.

(14) Rozwigzanie speliajace jedynie warunki brzegowe (bez rozpatrywania warunkéw poczatkowych)
jest postaci

u(x,t) = Z sin(knz) (cn coswnt + dp sinwnpt).

n



Rozwigzanie speliajace zar6wno warunki brzegowe jak i poczatkowe ma postac
u(z,t) = a = sin (Wa:> cos (th)
T L L

(15) Rozwiazanie réwnania speliajace jedynie warunki brzegowe ma postaé

u(z,y,z,t) = Z By, D, F,, sin(Kyx) sin(M,,y) sin(N,z) (kan cos(Akmnvt) + Himn sin()\kmnvt)).

k,m,n

Takie rozwiazanie nalezy nastepnie dopasowaé¢ do podanych warunkéw poczatkowych, ktére na tym
etapie nie zostaly jeszcze uwzglednione (powyzsze rozwigzanie spelia jedynie warunki brzegowe).
Rozwigzanie speliajace warunki poczatkowe ma postaé

u(z,y,z,t) = ZBkDankansin(ka)sin(Mmy)sin(an)cos()\kmnvt)

k,m,n

Z Limn sin(Kyx) sin(M,,y) sin(N,z) cos(Agmnvt),

k,m,n

przy czym, wyznaczone z pierwszego warunku poczatkowego wspdtczynniki Ly, sa réwne

64U0 1
™ (2k—1)(2m — 1)(2n — 1)

Limn =

Pytania, uwagi, komentarze? — bwolf@rudy.mif.pg.gda.pl lub $roda, godz. 13.15-14.15



